SOLUCIONARIO

1 Limites de funciones. Continuidad

EJERCICIOS PROPUESTOS

ly2. Ejercicios resueltos.

3. Estudia el dominio de las siguientes funciones.

3x*—2x*+6 1
a) f(X)ZT d) f(x)zl_ex
6 2
b) f(x):2x+,f3x—§ e) f(x):log(x +3x—4)
2x% -3 1
0 =S5 DT

a) D(f)=R porque se trata de una funcién polinémica.
b) 3X—§ZOZ>XZEZ>D(f)=|:E,+OOJ
5 5 5
c) xX*-3x*=0=x*(x-3)=0=x=0,x=3=D(f) =(~0,0)U(0,3) U(3,+»)
d) 1-e*=0=e*=1=x=0=D(f) =(-=,0)U(0,+x)

e) x*+3x-4>0=(x-1)(x+4)>0= D(f)=(-00,-4)U(L+»)

f) Inx>0=x>1=D(f)=(1+x)

4. Estudia el dominio de las funciones siguientes.

a) f(x)=xx+1-3x? c) f(x)=x+2cosx
2Xx
b) f :w d) f(x)=—22
) (%) [x =1 - x ) 1(x) 1+senx
a) D(f)=R
-1-x=0 six>1
b) |x-1-x=0= X X S22 Con solucién en x = L . Portanto, D(f)= —oo,l U 1,+oo .
-X+1-x=0 six<1 2 2 2

c) D(f)=R

d) 1+senx=0 = senx=-1 = La funcién existe en todo R excepto en x = 3—2n+ 2kn, con kel .
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SOLUCIONARIO

5. Encuentra el dominio y el recorrido de las funciones.

a) f(x)=x"+3

a)

b)

6. Ejercicio resuelto.

D(f)=R

D(f) = [-4+=)

R(f) =[3,+)

R(f) =[2,+)

b) f(x)=2++Vx+1

7. Calculalos siguientes limites a partir de la graficade f (x).

a)

b)

c)

a)

b)

c)

8. Dadalagréficade g(x) calculalos limites pedidos.

a)

b)

c)

b)

c)

lim f(x)

x—2"

lim f(x)

x—-5"
lim £ ()

x—0"

lim f(x)=6

x—2"

6

lim f(x)

x—>-5"

lim f(x)=3

x—0"

lim g(x)
x—-2"

lim g(x)
x—1

lim g(x)
x—2"

lim g(x)=2
x—-2"

lim g(x)=-2
x—1"

lim g(x)=-1
x—2"

Y
™~ N f

2 AN

0| 2 X
XIerZ[f(x) XI|_r112f (x)
Xlrpsj(x) xhﬂsf (x)
thg—f(x) XI|210f (x)
lim f(x)=2 No existe Iimf(x)
x—2" X—>2
lim f(x)=6 lim f(x)=6
X—-5" X—>-5
lim f(x)=3 limf(x)=3
x—0~ x-0

L Y
\ 1
0 X
fim g(x) Jim g(x)
XIILTJ?’ g(x) leTlg ()
XILn;g(x) )I(l_rng(x)
lim g(x)=-3 No existe lim g(x)

X—>-2" X—>-2
lim g(x)=-1 No existe limg(x)
x—>1" x—1
xIn_)rr;g(x):—l llinzg(x):—l

Limites de funciones. Continuidad | Unidad 1

5



SOLUCIONARID

9y 10. Ejercicios resueltos.

11. Dadalagréaficade f(x), calcula: Yl

a) lim f(x) \{

x—-1"

-y

b) lim f(x
)x—>1+() 0 X

a) lim f(x)=-o

x—->1"

b) lim f(x) =+

x—1"

12. Dadalagréaficade g(x), calcula: it
|

a) lim g(x) |

Xx—-1

[w]
X

b) limg(x)

x—1 \

li =
2 lim g(x)=+0 le_rﬂlg(x) e

x—-1"

lim g(x) = —oo}

xirrll' 9 (X) - +00}

b) Xli_r)n g(x)=—0

x—1"

= limg (x)=—0

13. Dadalagréficade f(x), calcula: Y|

a) lim f(x)

X—>+00

b) lim f(x) =21 | -0 0 m~——2m 3m

X—>—00 \

a) limf(x)=0

X—>+0

b) lim f(x)=0

X—>—0

14. Dada lagrafica g(x), calcula: Y| g

a) lim g(x) /

X—+00

-

b) lim g(x) — : X

a) lim g(x) =+

X—>+00

b) lim g(x)=0
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15a18. Ejercicios resueltos.

19. Calculael valor de los siguientes limites.

3 gy2
a) fim 39X+ 6 c) Iim( x2+1+\/x+1)

x—1 X+1 X—>+00

2
b) lim Y2X -8 d) lim (Vi-x e +e)

x»>-2 X+2 X—>—o0

3x3-9x%+6 o

a) lim
x—-1 X+1
3x -8 2
3x ~ lim ———— > "o = %
b) lim Y22 —° _ X—>—2 X + 0
x> X+ 2 Vax’-g 2
— = +©
x—>—2+ X+ 2 0+

c) Iim( x2+1+ x+) +00 4 00 = 400
X—>+o0

d) Iim( —efte )=+oo 0400 = 40

X0

20. Silimf(x)=-2, limg(x)=2y limh(x)=2, calcula:
X—>a

X—a X—>a

a) )I(i_rg[Zf (x)-2g(x)+h(x)] c) lm\/[f (x)]2+[g(x)]2

im 12 - f(x)_f(x)+g(x)
Y e }

x»af(x)+g(x) x—a| g(x h(X)
a) lim[2f(x)-2g(x)+h(x)]=2:(-2)-2-2+2=-6
b) lim—— 22 12

xoaf(x)+g(x) T 212

c) Ilm\/[f +[g ] \/ 2122 =8=22

X—a

d) Iim{f(x) f(X)+9(X)}_—2 2+2_ 3. 0-41

21y 22. Ejercicios resueltos.
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23. Halla el valor de los siguientes limites.

a) lim (—4X2 +5x — 2) e) lim (2x +2x% + 5)

X—>+00 X—>+0
b) lim (-x® - 2x? +3) fy lim (x —J3x2 1 6x— 5)
X—>—0 X—>—0
=axt —3x3 —x 3%+ x-2
c) lim=——>=" "% g) lim

X—>+00 I2X4 +X3 -1

xowo _3x3 —x? 42

d) lim —6x% -3x%2 +1 h) lim J2x? +3 -5
X—>—00 3X2—2X+5 x~>+mm+ﬁ

a) lim (—4x2 +5x% — 2) = lim —4x® = -

X—>+0 X—>+0

b) lim (—x3 —2x2 +3) = lim - x3 = 4o

X—>—00 X—>—0
CoexA -3 ox . —axt
c) lim = lim = +o0
X—>+0 _3)(3 — X2 +2 X —>+00 _3)(3
6x3-3x%2+1 . 6x*-3x%>+1 4o . —6x3-3x%+1 . 6%°
d) lim —————== - = = = |m —————= —5 =+

x>0 3x2 —2X+5 x40 3X2 42X +5 40 xo-» 3x2 —2x+5  x-+w 3x

e) lim (2x+\/2x2 +5):+oo+oo:+oo

X—>+0

f)  lim (x—\/3x2+6x—5)= lim (—X—\/3X2—6X—5)=—Oo—oo=—oo

X —>—0 X—>+00

. 3x2+x-2 4o . 3x? 3 32
g) im ————=——= |im = ==

X—>+0 ’2X4+X3—1 +00 X—>+0 ’2X4 E 2
2
Vox2+43-5 4w . Y2x*+3-5 Va3 o

h) lim = lim = lim = lim =

X—>+00 \/m+3/1_x2 - —0 X"*‘”ﬁ+%/l— X2 X—>+00 3I_X2 X—>+%0 3/_—1)(%

24. Calculalos siguientes limites.

X —>+00 X—>+o0

a) lim (xf 4x? +x71) b) lim (szf 4x471)

(x—\/4x2+x—1)(x+\/4x2+x—l)
a) lim (x— 4X2+X—1):+oo—oo:> lim (x— 4x2+x—1)= lim =

X—>+00 X—>+00 X—>+00 (X+ ’4X2+X—1)

X2 —Ax?-x+1 —3xZ-x+1
= lim = lim =—0

x>ty Jax? fx—1 X7 x4NAx% £ x -1

(2x2 —ax* 71)(2x2 +4x* 71)
b) lim (2X2—\/4X4—1):oo—oo:> lim (sz—\/4x4—1)= lim =
X—>+00 X—>+00 X—>+00 (2)(2 + l4x4 _ 1

X2 2x? 44xt -1 FO

8 Unidad 1] Limites de funciones. Continuidad E@



SOLUCIONARIO

25. Hallalos limites siguientes.
. x+3  x*-3x%+4 . AJB+x -2
a) lim b) lim——— c) Ilim ——
x>3x2_9 x>2 X2_x-2 x=>-21-+/3 +x
. x+3 0 X+3 . 1
x>-3x<-9 0 x>-3x° -9 xa—3(x+3)(x-3) x>-3X—3 6
 x3-3x2+4 0 X3 —3x2 +4 (x-2)(x* - x -2) x2-x-2 0
b) lim =—= lim = = =—=0
-2 x2_x-2 0 xo2 x2_x-2 xo2 (x-2)(x+1) x>2 X +1 3
o) i 6+x—-2 0O i (\/6+x—2)(\/6+x +2)(1+\/3+x) | (6+x—4)(1+ 3+x)
m =—= Ilim = 1m =
x>21-43+x 0 x>-2 (1— 3+ x)(x/6+ X + 2)(1+ N3+ x) x—>-2 (1—3—x)(\/6+ X +2)
(2+X)(1+\/3+X) (1+\/3+x) 2 1
= lim = lim =——=-—=
X2 (24 x)(\/6+x +2) X2 7(\/6+x +2) 4 2
(x —4)(3mx2 +2)
26. Hallael valor de m paraque lim 3 =
X—>—c0 X" +3
x —4)(3mx? + 2 —x —4)(3mx? +2
lim ( )( )z lim ( )( ):3, indeterminacion.
X0 x3+3 X420 -x3+3 o
Considerando los términos de mayor grado:
. (x—4)(3mx2+2) _3mx® -12mx? +2x-8 . 3mx® 1
lim ——————=1lim 3 = Ilim =3m=3m=1=m=—
X—>—00 X® +3 X—>—0 X° +3 X—>—0 X 3
27. Halla el valor de los siguientes limites.
211 2 e 1 o~
) x—-3)\ " . X 2x+1 . X - X=2
a b) | c) lim
) >I<|Ln3(2x—1) ) xLTw[x2+xJ ) ><—>2(2X—3
x2+1 10
o w54
x=>3 2x -1 5
, 2 5 N lim 2
2x+1 x—0 2X+1
b) lim |- = lim | =X -1t-1
X—>+00 X2 + X X—>+o0 X2 + X
1 2 1 % lim i( x-1 7]) Iim(ziﬁ |im(277713 1
c) lim| 2= ]Xi =1" = Iim( X jxf = 2lax3 ) g B 2B 2
x—>2{ 2x -3 x—>2\ 2X -3 e

Limites de funciones. Continuidad | Unidad 1
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28. Calculalos limites siguientes.

1.2 X
2x+1 2 _ EX ] X2 —3x
a) lim 2x+2 b) lim | 3X*X-1 c) lim |52

x>+ 2X —1 X—>+00 3x2 -1

2x+41 2x+41 ' 2x+2 fim (2xs2)f = lim 842
. 2X + 2 . 2X +2 lim (2><+1)( *1) o 2x1 2%
a) lim ( =1° = lim =gr 2x-1 ) _ g™ e —ed

x—+0| 2X —1 x—+0o| 2X —1
12 1.2 1 o[ 3x%4x-1 2
2 12" 2 12" lim 7x2{7—1] fim XX
b) lim 3xT+x-1 -1° = |im 3xT+x-1 _e™2 U3 ) | goeed 2 L gt _ o
X—>+0 3)(2 -1 X—>+0 3)(2 -1
2 2 2 2 2
2 X 2 x 2 X lim xz[ﬂ—lj lim [X ZXJ
. X% —3x . X X . X X Pl Ml "
c) lim 3 = lim X +3x =1" = lim 3 =e ex ) _g x¥ex) _ gt — 4op
X—>—0 X2 —X X—>+0 X2 + X X—>+0 X2 + X
29. Ejercicio resuelto.
30. Calculalos siguientes limites utilizando infinitésimos.
. tgx(l-cosx . sen(x-1 . tg5x
a) ||mL3) b) lim SEN2X ) nm# d) lim 22X
x—0 X x—0 X x->1  x° -1 x—0 thx
X2
Xl > 2
. tgx(l-cosx) 0 2 ox3 X
a) lim———~=—=Im = lim—==,yaque 1-cosx ~ —.
Xx—0 )(3 0 x—0 )(3 x—0 2)(3 2
b) lim sen2x :93 Iim2—X:2,ya gue sen2x ~ 2x.
x—0 X 0 x=>0 X
__sen(x-1) 0 -1 1 1
c) Iim——~==—=1lim =lim——==,yaque sen(x-1)~(x-1).
) X—1 X2—1 0 xalxz_l x->1X+1 2 yaq ( ) ( )
. tg5x O . 5x 5
d) lim 92X _ ¥ jjim 2X 22 ya que tg5Xx ~5X y tg2x ~ 2X.

x>0tg2x 0 x-02x 2’

31. Hallael valor de limites siguientes.

3
sen(x® -8 2 _
a) lim (> -8) b) lim — c) lim 120X
x—2 X—2 x-0e* _1 x>0 x2
3 2
sen(x” -8 3 _ X—2)(x“+2x+4
a) Iim¥:2:>limX 8:Iim( )( ):12,yaquesen(x378)~(x378).
X2 X—2 0 X2 X—2  x-52 X—2
2 2
b) X :9:>Iimx—:limx:0,yaqueex—1~x.
x->0e* -1 0 x—0 X x—0
X2
— 2
. 1-cosx O .2 1 X
=22 < _= 1-cosx ~—.
c) ll_rﬂ) " 0:>XI|_rH)X2 2,yaque >

32. Ejercicio interactivo.

33. Ejercicio resuelto.
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. P n-1
34. Dada la sucesion de término general a, = —1:
n+
a) Calcula sus tres primeros términos.
P 15
b) Halla el lugar que ocupa el término a, = T

¢) Demuestra que es creciente.

d) Halla una cota superior y razona si €s 0 no convergente.

a) —9—0 a —la —g—l
ATy TR RTyR TS
15 s-1
b =—=""515(s+1)=17(s-1)=>s=16.
) & == a = 15(s+1) =17(s 1)
c) —a =" _n-1 2 >0. Por tanto, a,,, >a, Y la sucesion es creciente
G T T TR L nfianez Lo '
2 .
d) a,=1- 1.Luego una cota superior es 1.
n+

La sucesion es convergente porque es creciente y acotada superiormente.

35. Calcula el limite de las siguientes sucesiones.

_2n3
a) lim (7 - nz) b) lim 32+—2n+1
N n-® 2n° +n+10

a) —o b) -0

36. Hallalos limites de las sucesiones siguientes.

lim [2n3——8nJ o) fim (2n2 +3n+ 5)(3n2 +5n— 6)

3 n—e n(Sn3 - n)

a)

n—oo

a) +o b)

g |lo

37. Calcula el valor de los limites siguientes.

2n24n
a) lim (n-2n? ~5n+6) b) ”m(zms)

n—o n-wol 2N -3

(n —2n? —5n+6)(n ++/2n% —5n +6)

a) lim (n—\/2n2—5n+6):oo—00:> lim (n—\/2n2—5n+6)= lim

n—co n—o n—o n+\/2n2 ~5n+6

. -n?2+5n-6
lim =
n>wn 4202 —5n+ 6

—00

2n -3 2n -3

n—oo

2n? 2n? . 2n+3 ) 6
b) lim [Zn + 3) o =1" = lim (Zn * 3) n = e”linw(zn2+n)(2”*37] = e"lTw(znzm)[Zn—s] —e* — 40

38. Ejercicio resuelto.

m Limites de funciones. Continuidad | Unidad 1
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12

39.

40.

41.

Indica si las siguientes funciones son o0 no continuas en el punto x = 2.

3x2-1six>2

a) f(x)=12 _ c) f(x)=v-2x>+6
;+10 Ssix<2
X+1 .

b) t(x)=1x—2 > ? d) £(x)=In(3-2x)

2x%2+1 six>2

a) lim f(x)=1lim (3+1oj =11=(2), Ilim f(x)= liinz(sxz ~1)=11.

x—2~ X2\ X x—2"

Por tanto, la funcién es continua en x = 2.

b) lim f(x)= Iim(“l)— & —0, lim f(x) = lim(2x* +1) =9 = (2).

X—2~ x>2" \ X —2 0 x—2" X—2
Por tanto, la funcién no es continua en x = 2.

c) El dominio es |:—\/§ \/§:| , luego la funcién no existe en las proximidades de x = 2 y, en consecuencia, no tiene

sentido hablar de continuidad o discontinuidad en x = 2.

d) El dominio es [—oo, Ej luego la funcién no existe en las proximidades de x = 2 y, en consecuencia, no tiene

sentido hablar de continuidad o discontinuidad en x = 2.

En cada uno de los siguientes casos, sefiala el mayor conjunto de numeros reales para los que la funcién
f(x) es continua.

a) f(x)=x>-2x b) f(x):i1 c) f(x)=vx+1 d) f(x)=vx*-5
X —

a) Continua en todo el conjunto de los nimeros reales.

b) Continua en todo el conjunto de los nimeros reales excepto en x = 1.

c) Continua en [-1,+w).

d) Continua en (—m,—\/g} V) [\/§,+oo) .

Estudia la continuidad de las funciones:

3

2
a) f(X)=ﬁ b) f(x)=log(x?+1) 0 f(x)=y2+2x-3 d) f(x)=2—2

x2 — 2x

a) x+2-x>>0=x*-x-2<0=(x-2)(x+1)<0= x e(-12). Por tanto, es continua en (-1 2).

b) x2+1>0, para cualquier x. Por tanto, siempre se puede hallar su logaritmo. La funcién es continuaen R .

¢) Para cualquier x, 2+ |2x - 3| >0 vy, por tanto, siempre se puede calcular su raiz cuadrada.

d) xX*-2x=0=x(x-2)=0=x=0,x=2. Por tanto, la funcién es continua en R-{0, 2}. En x =2 la funcion
tiene una discontinuidad evitable.

Unidad 1] Limites de funciones. Continuidad E@
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42. Hallael valor o los valores de a, si es que existen, para que f(x):

ax +a six<-2

f(x)=

Si X >-2

X+4
a) Sea continua en x =-2.
b) Presente una discontinuidad evitable en x = -2.
c) Presente una discontinuidad de salto finito en x = -2.

d) Presente discontinuidad de salto infinito en x = -2.

a) lim f(x)= lim =-1, lim f(x)= lim (ax +a)=-a="f(-2). Por tanto, f es continuaen x = -2 sia = 1.
x—>-2" x>-2X+4 x—>-2" X—>-2

b) Para ningun valor de a, la funcién presenta una discontinuidad evitable en x = -2.
¢) Para cualquier valor de a distinto de 1, la funcién presenta en x = —2 una discontinuidad de salto finito.

d) Para ningun valor de a, la funcién presenta una discontinuidad de salto infinito en x = -2.
43 a 45. Ejercicios resueltos.
46. Comprueba que las siguientes funciones cortan al eje X y, en cada caso, establece un intervalo abierto

donde esté incluido el punto de corte.

a) f(x)=x>+3x*+4x-7 b) f(x)=2x-cosx

a) Es continua entodo R por ser polinémica.
f(1)=1>0

f(o):_7<o}:>306(0,1) tal que f(c)=0.

b) Es continua en todo R por ser diferencia de funciones continuas en todo R .

f(1)=2-0,54=146>0
=3c e(0,1) talque f(c)=0
f(0)=-1<0

47. Demuestra que la ecuacién x*+x —1=0 tiene una solucién positiva. Halla dicha solucién con una cifra
decimal exacta.

Se considera la funcion f (x) = x* + x -1 que, por ser polinémica, es continua en todo R.

0)=-

1)=1>0 }33%(0' 1) tal que f(c)=

0,5)=-0,4375<0

1)-150 }:HCE(O,S; 1) talque f(c)=0

=3¢ (0,5 0,75) tal que f(c)=0
75)= 0066>0} = ) talque f(c)

25)=-0,22<0

5) = 0,066 > 0 }:>EICe(O,625; 0,75) tal que f(c)=0

0,71875)=-0,014 <0
0,75)=0,066 >0

f(
f(
it
it
£(0,5)=-0,4375<0
f(0
f(0.6
f(0.7
f(
f(

}:Ec €(0,71875; 0,75) tal que f(c)=

La raiz aproximada es x = 0,7.
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48. Para cada una de las funciones dadas encuentra un intervalo de longitud unidad en el que se anule al
menos una vez.

a) f(x)=Vx®+x+1-2 c) f(x)=xInx-1
b) f(x)=x*-2senx d) f(x)=xarctgx -1
f(1))=+3-2<0
a) f(x) escontinuaen [1, 2]. = 3ce(L2) talque f(c)=0
() 2] f(g)_m_bo} (12) @)

1)=1-2senl<0

b) f(x) es continuaentodo R.
2)=4-2sen2>0

}:Hc €(12) talque f(c)=0

c) f(x) escontinuaen (0,+x). }:Elc €(12) talque f(c)=0

2)=2In2-1>0

1)=arctgl-1<0

2)=2arctg2-1>0

i
i
f(1)=-1<0
f(
. f(
d) f(x) escontinuaentodo R. f

}:HCG(],Z) tal que f(c)=0

49. a) Aplica el teorema de Bolzano para probar que la ecuacién cosx = x? —1 tiene soluciones positivas.
b) ¢Tiene la ecuacién cosx = x? —1 alguna solucién negativa? Razona la respuesta.
. ., . . T
a) Se considera la funcion f(x) =x%?-1-cosx es continua en todo R, por tanto, es continua en [OE} Como

f(0)<0y f(%} > 0. Entonces, por el teorema de Bolzano, 3c (Ogj tal que f(c)=0.

b) Si, porque aplicando el teorema de Bolzano a la funcion f(x)= x? —1-cosx en el intervalo [—%,0} se tiene
que f[—%] >0y f(0)<0.Entonces 3c e (—%,Oj tal que f(c)=0.

Se podria haber razonado diciendo que f(x) = x? —1-cosx es pary por tanto f (-c)=0.

50. Dada lafuncién f(x)=Inx:

. . 1 . .
a) Comprueba que es continua en el intervalo {—,1 , para cualquier nimero natural n.
n

. 1 , L
b) Halla un intervalo de la forma {—,1} en el que haya algun punto donde la funcién tome el valor —2.
n

a) La funcién f(x) =Inx es continua en todo su dominio (0,+oo) y en cualquier intervalo {—,1} con n cualquier
n

ndmero natural.

b) Paran =38, f[%) = In% =-2,079 y f(1)=In1=0. Aplicando el teorema de los valores intermedios, la funcién

1 . .
toma en [gl} todos los valores entre —2,079 y 0. En particular, existe un punto donde tome el valor —2.
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51. Al hacer un recorrido continuo por una carretera con una pendiente muy pronunciada, un ciclista lleva una
velocidad de 8 km/h cuando pasa por el kilometro 125y 6 km/h cuando pasa por el kilémetro 124.

a)
b)

a)
b)

¢ Existe algun punto entre los dos kilbmetros donde el ciclista haya llevado una velocidad de 7 km/h?

¢Puede asegurarse que no ha habido ningin momento entre los dos puntos donde el ciclista haya llevado una
velocidad de 20 km/h?

Si, se puede asegurar gracias al teorema de los valores intermedios.

No se puede asegurar que no exista.

52. Ejercicio resuelto.

x2+2x+2 six<0

53. Dada la funcion f (x) = %x 12 si0<x<i:
S six>1
2
a) Dibujala y estudia su acotacion en los intervalos:
[-11] [2-2] [-3.3]

b) Estudia si la funcion toma el valor M = 3 y, en caso afirmativo, indica un intervalo de longitud 1 donde haya un
punto que verifique esta propiedad.

a)

Y|
0| 1 X

La funcién es continua en todos los puntos.
En el intervalo [-1,1] la funcién est& acotada. EI méaximo vale g y se alcanza en x = 1. El minimo vale 1y se
alcanza en x = -1.
En el intervalo [-2,2] la funcién esta acotada. EI méaximo vale g y se alcanza en cualquier punto del intervalo
[12] El minimo vale 1y se alcanza en x = —1.
En el intervalo [-3,3] la funcién esta acotada. El maximo vale 5 y se alcanza en x = -3. El minimo vale 1y se
alcanza en x = -1.

b) Como f(-3)=5 y f(-2)=2, la funcién toma cualquier valor comprendido entre 5y 2 en el intervalo [-3,-2] v,
por tanto, existe algun punto de (—3,—2) donde la funcién vale 3.

54 a 67. Ejercicios resueltos.

m Limites de funciones. Continuidad | Unidad 1
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EJERCICIOS
Dominio y recorrido de una funcién

68.

69.

70.

*Halla el dominio y recorrido de las funciones:

a)

a)

] Y b) Y
II \f f\ / \\g
/ /1\ \ H/AR
[\ .
1 -2n T 0] 1 m [\ dn
— ~— \ |/ \
0 X \/ \
\J
Dominio: D(f)=R b) Dominio: D(g) =[-2=, 2x].

Recorrido: R(f)=[-3,+x) Recorrido: R(g)=[-175; 175]

Estudia el dominio de las siguientes funciones.

a)

b)

b)

c)

d)

e)

f)

2x% —x -1
f(X)=——— d) f(x)=1-In(x—-|x
()= 2 XL ) 1(x)=1-(x~x)
f(x): 1++/x e) f(x)zl—senx
x? -1 COS X
Jx
f(x) - Lolonx D F(X)= s
X- -4 43
2% +x* =20 =0= (x-2)(2x* +5x +10) =0 = x = 2= D(f) = (~0,2) U (2,+0) .
x>0 x>0
D(f)= .
{x2—1>o:>{x2>1:> (F) = (o)

x>0
{xz . 43 D(f)=(0,2) u(2,+x).

La funcion no existe ni para los x positivos ni para los negativos, entonces D(f) =0.

cosx =0 = La funcidn existe en todo R excepto en los x = g+ kn con k eZ.

x>0=D(f)=[0,+x).

Halla el dominio y el recorrido de las siguientes funciones.

a)

a)

b)

1

f(x)=——= b) f(x):%

X-2

Dominio: D(f)=(-%,2) U (2+x).
Recorrido: R(f)=(-,0) U (0,+x).
)

Dominio: D(f)=(0,+x).

Recorrido: R(f)=(0,+x).
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71. Estudia el dominio de las funciones siguientes.

a)

1
Yo
b) f(x)=«/m+x/x+2

c) f(x)=J|x2 —1|

1
1-vx-1

d) f(x)=

Xx+1>0 x>-1

a =
) {—1+\/x+1¢0 {X¢0

Xx+1>0 Xx>-1
X+22>0 X>-2

= D(f)=[-10)U(0,+x).

b) = D(f)=[-1+x).

c) Todos los valores del radicando son positivos.

Por tanto, el dominio de la funcién es todo R .
Xx-1>0 Xx>1 Xx>1
d = = =D(f)=11, 2).
) {1—\/x—1>0 {\/x—1<1 {x<2 (f)=[22)

Limites de funciones
72. Dada la gréfica de la funcién y =f(x), indica, si existen, los valores de los siguientes limites. En caso de
gue no existan, indica los valores de los limites laterales.

a) lim f(x) Y

X—>—0 f

b) lim f(x) /

X—>+0

c) limf(x) N\

x—0 \

d) lim f(x)

x—-1

e) limf(x)

X—2

a) 2 b) 5 c) 1 d) lim f(x)=2, lim f(x)=-o= No existe. e) 5

x—-1" x—-1"

u Limites de funciones. Continuidad | Unidad 1 17
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73. Dada la gréfica de la funcion y =f(x), indica, si existen, los valores de los siguientes limites. En caso de
gue no existan, indica los valores de los limites laterales.

a) lim f(x) Y
X——0 1

b) lim f(x) [/ {

o [

c) limf(x) o] 1 X

x—2

l
d lim f(x) II /
I

X—-2

e) limf(x)

x—0

a) o b) 0 c) 1 d) lim f(x)=0, lim f(x)=-1= No existe. e 0

x—-2~ x—-2"

74. Dada la gréfica de la funcion y =f(x), indica, si existen, los valores de los siguientes limites. En caso de
gue no existan, indica los valores de los limites laterales.

a) lim f(x) Y

b) lim f(x)

X—>+0 \

c) limf(x)

X—2

d) lim f(x
)x—>—2() [ — 0 A X

e) limf(x)

x—0

a) -1
b) 1

c) lim f(x) noexiste, lim f(x)=+w= No existe.
x—2" x—2"

d) lim f(x)=0, lim f(x) noexiste = No existe.
X—>-2" x—-2"

e) No existen los limites laterales, entonces no existe el limite.

75. Dada la grafica de las siguientes funciones, halla, si existen, los valores de los limites que se indican a
continuacién. En caso de que sea ese el caso, indica lo valores de los limites laterales.

fi 109 LA i )
a) Y b) Y
4 1 f
“\\\ T ,//-" \
f \\\
NALpY ~
‘ \ T~ ~ 1 X
\| VK X
\ v \
|
a) 1,1y 0, respectivamente. b) lim f(x)=0, lim f(x)=0, no existe limf(x).
X—>—00 X—>+00 x—>0
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SOLUCIONARIO

76.

77.

78.

79.

Calcula los siguientes limites.

1 1 I | I |
a) lim—- b) lim— c) lim— d) lim—
X—=>0 x x—=0 x X—=>0 x x—0 x
1 1 1 1 1
a) lim — =—=lm = =400, lMm —=—= liMm — =+, liMm—=+w»
x—0" X x—0" X x—0" X x—0" X x>0 x
. 1 1 1 . 1 1 . -
b) lim —=—= Im —=+0, lim —=— lim — = -, por tanto, no existe el limite.
x—0" X 0" x—0" X x>0~ X ' x—0" X
-1 -1 o1 B R § o1 A
c) lm —Z=—=lm —=-0, IMm —-=—= Ilim —=-wo, im—=-w»
x—0" X x—0" X x—0" X x—0" X x—=0 x
o1 -1 A -1 -1 _ .
d) lim —=—= lim —=-0, lim —=-—= lim — =+, por tanto, no existe el limite.
x—0" X + x—0" X x—0" X B x—0" X

Halla los siguientes limites.

1 1 1
a) Iim —— b) lm — c) lim——
) x-2" x4 ~16 : x-2" {x* - 16 Lt Ux* -16
a) lim ! _ 1 = lim ! =+
x-2" 44 16 0" xo2 4kt _16 .
b) lim ———— no existe, ya que no estan definidas las raices de indice par de los nimeros negativos.
X—2" ‘4,X4 ~16
c) lim ! no existe al no existir lim !
x—2 4/X4 _16 x>2 4y _16 ’
Calcula, si existen, el valor de los siguientes limites.
X X
a) lim — c) lim— e) lim Inx
x—0" INX x=0 [n X x—0" X
X
b) lim —— d) lim NX f) liminX
x—0~ INX x—0" X x=>0 X
a) 0 c) No existe e) No existe.
b) No existe. d) ;of = —o0 f) No existe.
Determina el valor de los siguientes limites.
. 1+tgx . 1+tgx . 1+tg X
a) lim —/2 b) lim =9 ¢) lim =19
zt COSX 7~ COSX Y& COSX
—>§ X—»E 2

1+tg x
m = 9X

a) i
=t COSX 0 " COSX
2 2
. l+tgx 4o 1+tgx
b) lim —g: —g:
=~ cosx  0F =~ COSX
2 2
. 1+tgx
c) lim 9x _
T COSX

Limites de funciones. Continuidad | Unidad 1
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80. Hallalos limites que se indican a continuacion.

3x?+5x-3
a) Ilim
X—>+00 4
2 —
b) lim 3x“+5x-3
X—>+00 4

c) lim (x +ex)

d) lim 2*
e lim (i]
x—+0| 2

(1Y
N X'L“lizj

. 3x?+5x-3
a) lim =+
X—>+00 4
2 a—
b) lim NIXT+5x -3 _

c) lim (X+ex)=+oo+oo=+oo
X—>+0

d) lim 2% =2 = 400
X—>+0

e) lim (1)x =(i]+w -0
X—+0| 2 2

H o lim [ijx = lim [ij_x =40
Xx—-o\ 2 X—>+0\ 2

81. Calculalos limites:

a) lim (5x3 —7x? —1)

X—>+0

b) lim (-2x°+5x-6)

X—>+00

c) lim (x3 —x? +x—1)

X—>—00
d) lim (—lxs—ixzj

X—>—0 2 3
a) +oo c) -
b) - d) +oo

Unidad 1] Limites de funciones. Continuidad

9)

h)

9)

h)

e)
f)
9)

h)

e)
f)

im —
x> 3x? +5x - 3
lim (x —e‘x)

X—>—0

lim 27

X—>+00

1 =X
lim (—)
x40\ 2

1 -X
lim (—)
X—>—0 2

lim ——=
X—+0 3X° + 65X -3

. 4
lim

x>+ 3% +B5x -3

lim (X—e_x)=—oo—oo=—oo

X—>—o0

=0

lim 27 =2"=0

X—>+0

nlz) -G
im|=| =|=| =+
x—+0| 2 2

—X X
lim (lj — lim (i) ~0
x—>-o| 2 x—+oo0| 2

lim (Zx +x2-2x +1)
X—>+x0

lim (—Exe +x5 - 2)
X—>+00 3

lim (Zx2 —2X + 5)
X—>—0

lim (—3x4 —lx)
X——© 3

g) +o
h) —o



82.

83.

SOLUCIONARIO

Halla el valor de los limites:

o2 +x%-1
L — D
3
b) lim 2x :2x+3 9)
x40 —X° 4+ 3X
_5y3
x—+0  1—X
o —Ax* 4+ X3 .
Ve !
e) lim —2X*+3 i)
X—>+0 X
a) -2 c) +owo e) 0
2
b) —o d) +o fy -<
3
Determina los siguientes limites de funciones.
2
a) lim N2X° +2x+3 f)
X—>+0 2x+3
2
b) lim _2xT+1 9)
U +3x -1
o AxE2x?
. —2x% +1 "
2_
d) lim 2x“-3x+5 i
X—>+0 3[4X6 +X2—1
. X
im —— j
® Xl’*‘”\/—2x2+5 )
a) % c) - e) No existe.
b) +wo d)y ¥2 f) B

3

lim V3x% +1

x> 33X +3

. -2x -1
lim

X——0 '_X3 +2X
im v2x® - 2x2

x> —x% 4 2x — 4

. 2x -3
lim

A ox—s
V2x® —x+3

lim
2x2

X—>—0

g) 0 i) 4o

h) - iy O

Limites de funciones. Continuidad | Unidad 1 21
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84. Hallalos limites:

x? NG ] ) (X32X2 x3+2x2]
- c) lim -

x? -1 x?+1

b) lim

2 2 (x4 x+2 xZ-2x+2
- d) lim -
x>-o| X -3 X+2

b) lim

c) lim

x3—2x®  x%+2x? [ —ax* +2x8
- =lm|——|=-4
x* -1

X—>+00

x? -1 x? +1

d) lim

x-3 X+2 xo-x|  x2_x-6

X—>—0

. NG x2 ) x? x? . —x?
a) lim - =w—00= lim - =lm|———1|=-1
x—>40| X =1 X=2 x>+o| X =1 X-=2 x—+0| x2 —3x + 2

[ xPex+2 x2-2x+2 . (8x2—4x+10
=—0+4+0 = lim - = lim| ———|=8

85. Calcula el valor de los siguientes limites.

a) lim (Zx—\/x2+x—3)

X—>+0

b) lim (\/2x2 _3x+5 —2x2 +x+1)

X—>+0

c) lim (\/x2—2x+5—\/x2+x+5)

X—>—0

(2x—\/x2+x—3)(2x+\/x2+x—3)
a) lim (2X—\/X2+X—3):oo—oo:> lim (Zx—\/x2+x—3)= lim
X—>+00 X0 Xt 2X + \/X2 +x-3

o AX®P—x?-x+3 3x2-x+3
=lm 222" _ |im — _—2'°  _.i»

X ox +X2+Xx =3 P 2x+UxZ+x-3

b) lim (\/2X2—3X+5—\/2X2+X+1):oo—oo: lim (\/2x2—3x+5—\/2x2+x+1):

X—>+0 X—>+00

(\/2x2—3x+5 —ax? +x+1)(\/2x2—3x+5 +\/2x2+x+1)
= lim =
X4 V2x? —3x +5 +42x% £ x +1

- lim —4x +4 _ 4 :—\/E
x>+ Joy? _ 3y 15 42x? £ x 11 22

c) lim (\/x2—2x+5—\/x2+x+5)=oo—oo: lim (\/x2—2x+5—\/x2+x+5)=
X—>—o0 X

——»

(\/xz—2x+5—\/x2+x+5)(\/x2—2x+5+\/x2+x+5) _3x 3
lim = lim ==
i X2 —2x +5 +x? +x+5 >0 [x2 _ox 45 4x2+x+5 2
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86. Determina los siguientes limites de funciones distinguiendo, si es necesario, los dos limites laterales.

2 .2 2
a) fim=—1 o) lim>—2 hy fim X =2
x=1xe +1 Xx—a X° +a x=>3 X -4
2 4 3 2
. . 1 . .
b) lim 2x +1 ) IImx + i lim X +4x2+6x +4x+1
x->3 3 - X x-1 X -1 X—>-2 X“+2x+1
¢ lim x2 —7x +16 ) lim 2x +1 b lim x? + a2
x4 x2 - 2x - 24 9 ST 3 Vo2
. 2x2 -1
d) lim . x2+5x
x—=5 x? —5x° —25x +125
.. x=-1 0
a) lim—; =—=
x-1x°+1 2
2x+1 7 2x+1
2x+1 7 3ox 0 M 3ox
b) lim == 8 X3 Por tanto, no existe el limite.
x>33-x 0 2x+1 7 2x +1
| =— = +o0
x—3~ 3—X o+ x—>3~ 3—X
x2—-7x+16 60 . X?2-7x+16
= = = lim V=

|
x4t X2 —2x =24

X2 -7x+16
lim

. x2-7x+16 60
c) m ————=—=
x—>-4 x° —2X — 24 0

xod” X2 —2X —24

0 xoat X2-2x-24

60 o x2-7x+16

— = lim > = 400
o+ x—>-4" X° —2X — 24

Por tanto, no existe limite.

lim 2x% +5x -1 _7A L im 2x% +5x -1 IC
dy lim 2" +5x-1 74 _ |5 x*-5x2-25x+125 0' x5 x®-5x2-25x+125 O
x>5x% —5x* - 25x +125 0 im 2x*+5x-1 74 2x*+5x-1 T4 _
x>5" x3 —5x2 —25x +125 0"  x>5 x3-5x?-25x+125 O
. 2x2 +5x -1
Luego Iim 3 5 = +o0
x-5 x* —5x° —25x +125
2_ .2 2 _ .2 2
&) Siax0, imX-2 - O Sia=0, m=—% —jim X -lim1-1
x—>a X +a 2a x—a X% + x—0 X x—0
x°+1 2 x*+1
X241 2 x-1" X =1 o x-1" X =1 - : P
fy lIm——=== Por tanto, no existe limite.
x>1x-1 0 0 x> +1 2 | XZ”—W
x>l X—1 0 x»>Im X—=1
i 2x+1 -5 i 2x+1
— + __+ + -
g9) Iim32X—+31:F5:> X3 2X+31 05 X3 2X+31 Por tanto, no existe limite.
X lim X222 im 2 e
x—>-3~ X+3 0 x>-3 X+3
2_
hy imX=2_-%_¢
x>3xc—-4 5
4 3 2 4
i) fim XA O AL OH) gy g
X—>—2 X2+2X+1 X—>— (X+ 2 X—>-2
. x?+a® 2a? x2+a? 2a?
2 lim 7= o = +00 lim > 70—_7—
j) Sia=0, lim==1 Sia>0, /x> X ~a Sia<0, /% X ~@&
x50 X . x?+a? 2a? . x?+a? 2a?
lim > =——== lim > =—=+®
x—>a~ X —a 0 x—a~ X°—a 0

Por tanto, no existe limite si a=0.

Limites de funciones. Continuidad | Unidad 1
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87. Calculalos siguientes limites, resolviendo los limites laterales en los casos en que sea necesario.

. x*-x-6 Coxt+2xd-x-2
a) lim——-—r e) lm ———s——
x->3 X° +4x - 21 X252 X% +2X° —X -2
2 _ 3 2 _ _
b) Iimx +33x 18 £ lim X +32x 24x - 80
x=3  x° -27 X—>-4 X“+x-12
o) lim x? +3x-10 g) fim x4 —x3-3x?+5x -2
x-2 x% —x2 —8x +12 x—>-1 x?—2x+1
2
. X°—-2x+1 ) 3X+2
9 >|<IT1X4—X3—3X2+5X—2 " Jﬂl[(x+1)x3+x2]
x*-x-6 0 x> -x-6 . (x=3)(x+2) . x+2 1
a) lm————=—=lm— = lim = lim ==
x53x244x-21 0 xo3x%4+4x-21 xo3(x=3)(x+7) x>8x+7 2
_ x?+3x-18 0 . x?>+3x-18 (x=3)(x+6) _ X+6 9 1
b) M —————=—=1im 3 = lim =lim—-——=—"==
x-3 x3 27 0 x»3 x3-27 X—>3(x—3)(x2+3x+9) x->3x°+3x+9 27 3
o x*+3x-10 0 . x?*+3x-10 _(x=2)(x+5) X+5 7
c) Im——————=—=lm——— = lim > = lim ===
xo2x7—x"-8x+12 0 xo2x7—x"-8x+12 x°2(x-2)°(x+3) x>2(x-2)(x+3) 0
im —X*% 7 _ .,
x—2" (X-2)(X+3) o* . L.
= Por tanto, no existe limite.
. X+5 7
im ————— =—=—

x>2 (X=2)(x+3) 0"

x2-2x+1 0o . x2 —2x+1 (x -1

d) i ===l =i =li -=
)X'Lnlx4_x3_3xz+5x—2 ODXITIX4—X3—3X2+5X—2 XITl(xfl)3(x+2) >‘Ig‘l(>(_:|-)(x+2)
Iim;—izlim;—ﬂo
-1 (X=1)(x+2) 0" xor (Xx-1)(x+2) o
= 1 1 1 Por tanto, no existe limite.
Im — =—=lim =
ot (x-)(x+2) 0 ot (x-D(x+2)
ox*+2x3-x-2 0 . (X+2)(X3*1) ox¥ -1 -8-1
e lim—————=—=lm—————=Ilm——=——-=-3
x>2x° +2x°-x-2 0 X—>*2(x+2)(x2—1) x>-2xc-1 4-1

3 2 _ 20y _ _
X*+3x*-24x-80 0 . (x+4)"(x 5)—Iim (x+4)(x-5) 0

f lim = =0
) x4 x2+x-12 0 x> (x+4)(x=-3) x4 Xx-3 -7

o ox*-x®-3x*+5x-2 -8
g) lim 5 =—=22

x—>-1 X -2x+1 4

1)(3x+2

hy lim [(x+1) 33X+22j: lim w: lim 32 _ 4

x—-1 X° + X x—-1 X (X+1) x—>-1 X
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88.

Calcula:

a) limXX+1=2 o fim 22X e) fmYX*8-3
>3 x-3 x>43 _x+5 x>34 —x +13
o ox2-4 - x-1 . AIx?+3a%-2a

b) lim ——— d) lm—— fy lim——,a>0

) x»zg_,/x+7 ) ><—>12_,/X+3 ) X—a X —-a
AX+1-2 0 Ux+1-2 .(VX+1_2)(VX+1+2) . X -3

a) lim———=—=1Im =lim =lim =
X3 x-3 0 x»3 x-3  x=3 (X—3)(\/X+1+2) X”3(x—3)(\/x+1+2)
= lim x-3 —im—t -1
H3(x—3)(«/x+1+2) -3 x+1+2 4

b)

d)

e)

f)

-4 0 2oa (x+2)(x=2)(3+x+7)

IMm——=—=lim lim = lim =

(x+2)(x—2)(3+\/m)

23 Jx+7 0  x023 yx17 x2 (3-Vx+7)(3+x+7) 2 2-x
= lim _(X+2)(X_2)(3+m)=Iim—(X+2)(3+m):—24
x—2 X—=2 X—2

jm 2= 0 29 (2= F)(2 )3+ +5) —Iim(4_x)(3+m):
0 —4

x>43 _\x +5 :X%4(3—\/E)(2+&)(3+M) o (4-x)(2+Vx)

Im3+ X+5 6 _3
x>4 244x 4 2

x-1 0 x-1 (x—l)(2+\/x+3) (x—l)(2+\/x+3)
lim—————=—=lim =lim =lim =

xalz_,/x+3 0 xalz_\/x+3_xal(z_\/x+3)(2+\/x+3) x—1 4—-x-3

:!(iTl 1- X =ET1—(2+M):_4

i x¥6-3 0. Jx+6-3 (Vx+6-3)(vVx+6+3)(4+x+13)
iMm————==—=lim = lim _
©34-Vx+13 0 x%4-x+13 23(4-x+13)(Vx+6 +3)(4+x +13)

(x—3)(4+\/x+13) (x—3)(4+x/x+13) 4+dx+13 8 4

= lim = lim = lim _5.__2
3 (3-x)(Vx+6+3) "3 -(x-3)(Vx+6+3) 3-(Vx+6+3) 6 3
X2 +3a2 —2a 0 X2 +3a2 —2a (\/Xz +3a2 —Za)(\/xz +3a2 +2a)

lim ——  =—=Iim = lim =

x—a X —a 0 x—a X —a x—a (x—a)( /X2+3a2 +28.)

2 2 _
= lim X —a - lim (x+a)(x-a) — lim X+a 2a 1

R (x —a)(\/x2 +3a% + Za) R (x —a)(\/x2 +3a% + Za) x> [y2 | 332 1 2a Cda 2

ﬁ Limites de funciones. Continuidad | Unidad 1
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89. Hallalos limites siguientes.

. 3-2x x+3 . 4 — X \2x+1
a) lim f) lim|—
x—>-1 X +1 x—>-1"\ X =1
) L 2x+1
. X +11|2x-4 2
b) lim 9) lim |2 +1 ]
x—>2t| X =2 X—>+0 2X2 +3
X +3 2Jx 2_3x 2x2+1
c) lim ( > ) h) lim ( 5 )
x—>+o\ 3X° +5 x—>-0\ X< -4
X €OoS2X
. 1+ senx \senx . . COS X
d) lim (—j i) lim (—2)
x>0\ 1+ X x>0\ COS X + COS“ X
1 X
- (1+InX \inx L (eX e
e) lim i) lim| ——
x>\ X =1 x—0 3

» R - E
b) X_)2+[X +1J2x o EJN () e

) im (222

d) lim [1+ Seansenx oq
1+x

x—1"

- (4-x\zxa (5

f) lim 5 =|—| =+
x—>-1 \ X =1 0+

o) lim [2FL)” _[1]2_1
x| 2x% +3 2 4

2x% 41 2x2 41
hy lim (22‘3") - lim (3”2] =0 =0

X—>+00 )(2 -4

. COS X cos2x Nt g
i) lim| —————— =|Z| ==
x—0\ COS X + COS“ X 2 2

X 2x \* 0
0 lim [i] =(3) -1
x—0 3 3

1
e) lim (1 |nX)Inx =(i)o+ =(+OO)+O° - oo
x-1 0"

26  Unidad 1] Limites de funciones. Continuidad m



SOLUCIONARIO

90. Determina el valor de los limites siguientes.

X+3 3 2x-4
a) lim (”4] e) lim [X +4Xj
Xx—>+0o\ X +3 X—>+90 X3 +2
2
2 X +2x 24x
by fim | 25X f o tim |2 V%
x40 2x2 4 3x x—>+0| x —fx
x?+3 V=x
o) lim 2x+3 g) lim V=x +1
x—o-o\ 2X — 3 X—>—0 ,—X
. [eX+e eix ) e Y
d) lim|——— h) lim —
x—0 2 x—0| 2 —_@7*
X+3 X+3 " X+4 . i
a) Iim x+4 — 1+°° = Iim X+4 — exl_lmw(ﬂ?’)(xw l] — exl_lmx()(ﬁ)(xw) — el —e
x—+0\ X + 3 x—+0\ X + 3

X—>+00 X—>+00

2 2 _ 2x2+5x
2 X“+2x 2 X“+2x lim (x2+2x [771] lim x2+2x[ 2x ]
b) lim (ZX + 5XJ — 1" = lim [ZX + 5X} _ exﬁﬂ( ) 2x2+3x ex—nw( ) 2x2+3x) _ e™™ = 4w

2x2 +3x 2x2 +3x

2 2 2 . -2x+3 i 2
. 2 x“+3 . 2 X°+3 ) 2 X“+3 lim (x2+3) 22224 lim (x“+3
c) lim [ 0 +3] = lim x+3 =1 = lim | X +3 :eH+°°( )(72#3 j - e“*‘*’( [
X—>—0 X—+0

2x -3 2X -3 x>0\ 2X — 3
=e* =0
1

d) lim [ ]e

Xx—0

3 2
3 3 2x-4 lim (ZX_4)(><7+4><_1] lim (2x-4) 4x-2 jim 8X7=20x+8

e) lim |2 3+ 42)(] * = lim [X 3+ 42XJ =7 Gz ) g [X3+2] —err

X—>+0 X + X—>+00 X +

2Jx fim (2«F)(X“/_ ] lim [ 2%

f) lim XJ”/—] =1" = lim [X+&j =e7 x=x :e“”[x*&] =e!

X—>+0 X—>+00 X — X

- Jx = ' Vx+1 '

g) lim Y221 v i [T ey (Yx2] —e*m&)( = —exm&)%

X—>—00 A ,—X B X —>+00 \/; N X —>—00 J=X N B

e )
h) Iim[ ] =1°=1
x-0| 2 —@7*
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SOLUCIONARIO

91. Utilizando infinitésimos, halla los siguientes limites:

. sen®x . 1-cos®x
a) lim— f) lim———
x—02x< —1 x>0 X
b) Iimtgzi g) lim2x?-cotg®x
x>0 x% 42X +5 x—0
) 4x 2
o) lim—2X__ hy fim— X"
x->01n(1+ x) *>0In(1+ x)]2
1 1
4 lim (1+ senxjx ) lim (cosxjx
x—0" 2 x—0" 2
1 1
e) lim (1+senx)x i) lim(cosx)y?
x—0 x—0
a) lim sen’ =lim X’ —2—0 yaque x ~senx Six—0
x502x% -1 x>02x?-1 -1 '
2 2
b) fim 92 _jim " _9_¢ yaque 2x~tg2x six - 0
x=0 X +2X+5 x20x°+2x+5 5
. 4x . 4x
c) lim———=lim—=4,yaque x~In(1+x) six -0

x>0In(1+x) x>0 X

1 1
d) lim (“Sﬂjx = lim [“_Xj" :(EJ =2 = 40, yaque 1+ X ~1+senx six — 0
Xx—0" 2 x—0" 2 2

. r . 1 lim l(1+senx—1) lim l(sen X) 1 )
e) ImrL(1+senx)x =I"= I|mo(1+senx)x = ex0x = @x 70X =e =e,yaque 1+x~1+senx six -0
LS X—>
2
_1-cos’x 0 . 1-cos’x . (l-cosx)(l+cosx) (1+cosx) 1. cosx 2
f) lim———=—=1lim = lim = lim = lim =—=1
x50 x? 0 xv0 X2 x>0 x? x>0 x2 x=0 2 2

ya que X?~1—cosx six - 0

2 2

. 2X .
=lim—-=2,yaque x~tgXx six > 0

. . . 2X
) lim 2x?-cotg®x =000 = lim 2x*-cotg®x = lim —
x—0 x—0 x—0 tg X x—0 X

2 2
h) lim 1Hx =Iim1+;( =0—1+=+oo,yaque x~In(1+x) six > 0

x—0 [In(1+x)]2 x—0 X

1 1 X 1
N e (cosx\x o - (2-x2 ) (1)” x?
i) lim = lim = lim =|=| =0,yaque cosx~1-—six >0
x—0" 2 x—0" x—0" 4 2 2
X2
. . 1 . 1 lim iz(cosx—l) lim €08%=1 lim —2 1 1
) lim(cosx),2 =1° = lim (cosx)x? =e*x = ¥ =X =g 2=+
x—0

x—0

2
ya que X?~1—cosx six > 0
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92. Sabiendo que lim 12P€0S X o finito:
x =0 X

a) Calcula el valor de b.

b) Para ese valor de b, calcula el valor del limite.

a) b=1
X2
11— o 2
b) |Imﬂ= lim 2- = lim X~ — im X =0
x—0 X x—0 X x—>02X x—02

Limites de sucesiones

93. Estudiala monotoniay la acotacion de las siguientes sucesiones.

2n+3 2n?-3 2n+3
= b = C, =

n n2 n n2 n on

2(n+l)+3_2n+3__2n2+8n+3

-a, = <0 = Es decreciente.
e (n+1)’ n’ n2(n +1)
a, = 2 : 3 >0 = Acotada superiormente por a =5 e inferiormente por 0.
n
2 _ 2 _ 2 _ 2 _
b b - 2(n+1) 2 3 2n - 3_2n +4n2 1 2n - 3_ 3(2n+1)2 - 0— Es creciente.
(n+1) n (n+1) n n?(n+1)
2n* -3 3 : o
b, = >— =2-— <2 = Acotada superiormente por 2 e inferiormente por b, =-1.
n n
2(n+1)+3 -4n - :
Chi1—Cp = ( 2’”1) - ZnZ:r 3_2n+ znjn 6__ 22nn:r11 <0 = Es decreciente.
C, = 2n+3 >0 = Acotada superiormente por c, = > e inferiormente por 0.
n 2
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SOLUCIONARIO

94. Calculalos limites de las siguientes sucesiones.

a) "mw d) lim n+3
nso  n34n? n>wo\4n +3 n—w

3n+1
2n®*+2n%-3 . (2n+5)2n+1
b) lim ——— e) lim
N> n°-2n+3 nowol n-7

nZ42n+1
) |im(2”+3.”+1j f) Iim(\/2n2+1—n) i) |im(”2_”J

n—o n2_1 5 n—w n—o n2+l
N 3
. 2n®+2n- . 2n’+2n- n n2 n®
a) I|m3+—23:£:hm 3+ 23:I|mn n? n®_0_j
n>o  n°4+n 0 n>© n°4+n n—o 1 1
1+—
n
2n+2—i
2n®+2n?-3 o . 2n*+2n?-3 nZ  +wo
b) IMm————=—=lim— = lim =——=+w®
noo n?-2n+3 o0 nox= nf-2n4+3 now g 23 1
T

n2 -1 5 n—o 5n2 —5n [e'e) n—o

. n+3 . n+3 0 . n+3
d) lim =,/lim =,— = lim =
noo\4n +3 n—w 4n + 3 © noo\4n+3

3n+1

Sn+l im 30 5
e) Iim[2n+5j2m1:Iim[2n+5]"%2m1:22:\/273:\/§

nool N—-7 nso\l N-7

- (2n+3 n+1) . (2n®+5n+3) o
c) lim ——|=lim| ———|=—=Iim

( 2n2+1—n)( 2n2+1+n)

2 2
) lim (\/2n2+1—n)=oo—oo3 lim = fim 20 ti-n
now now (\/2n2+1+n) n>e Jon2 1 14n
1

. n%+1 . n+ﬁ +00
:Ilm\/ . = lim :\/_ = 400

n—oo n—o

2n2 +1+n J2+%+1 2+1
n

(\/Zn2 +1-+n? +1)(\/2n2 +1++n? +1)

9) Iim( 2n2+1—\/n2+1):oo—oosIim(\/2n2+1— n2+1):lim

n—w n—w n—w (\/an +1+\/n2 +1)
i n’ ; n +00
~ iim  fim e
e Jon? 11 44/n? +1 ""°°\/2+i+\/1+i 2
n2 2
_(2n-—3y" C (2n=3Y"t  im (2n+l)(2n’sflj lim (2n+1)( i ] jim 1206
h) lim =1 = lim = e 2n+3 = en~> 2n+3) _ en—» 2n+3  _ e
nowl\ 2n + 3 nowol\ 2N + 3

2 ) -
. n2_n) n2-n) " n'iinw(”hz”*l)[nzi?lj lim (n2+2n+1)(*2*1J
i) lim | — 1 =1" = lim —e 24l ) _ gnoe 1) _ g _g
n? +

n—w n>o|l n? +1
1 1 2
3n+= 3n+= " 1) 2n“+n-3 ) 1 2n
lim|3n+= || ——-1 lim | 3n+=
. (2n’4+n-3) 3  (2n?2+n-=-3) 3 w[ 3][ 2, j m[ ]( 2
]) lim — =1° = lim e :e"ﬁ 2n“-n-3 —e™ 3\ 2n%-n-3
n-e|\ 2n“-n-3 now| 2n° —n-3
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Continuidad de una funcion

95. Indica si las siguientes funciones son o no continuas en el punto o puntos que se indican.

a)

b)

c)
d)

e)

f)

a)

b)

c)
d)

e)

f)

2x% +1
f(X)=————enx=2

(x) X% —3x +2
X 3
f(X)=————= enx= =
() 2—-3-2x 2

f(x):ln(2x2+4x—6) enx=-3
f(x):ln(2x2+4x—6) enx=0
f(x):ln|2x2+4x—6| enx=0

f(x)=tgx enx=nyen x=§

No es continua en x = 2 porque f(x) no esta definida en x = 2, ya que en dicho punto, el denominador se
anula.

3 3 3
Es continua por la izquierda porque f(gj :;:%:% y Iim_f(x):ézg, pero no
2 J3-2.3 X2 2_[3-2.3
2 2
3
por la derecha porque lim f(x)= 2 gue no existe.

2 2o

No es continua en x = -3 que no existe el logaritmo de cero.

No es continua ni discontinua en x = 0 ya que no hay funcion en [—3, 1] porgue no existe el logaritmo de los
ndumeros negativos.

Si, es continua en x = 0 ya que f(0) = Iirrg)f (x)=1In|-6|=In6.
X—>

Si, es continuaen x= n yaque f(n)=limf(x)=tgn=0.

X—>T

. T . T . . .
No es continua en x = > porque no existe la tg(aj yademas |im tgx=-o y lim tgx =+o.
nt n
X X
2 2

m Limites de funciones. Continuidad | Unidad 1
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96. Traza la gréafica de las siguientes funciones definidas a trozos, indica su dominio y estudia su continuidad,
especificando, en su caso, el tipo de discontinuidad.

-2X-7 si x<-2 -1 si x<-1
a) f(x)={1-x* si -2<x<1 c) f(x)=1x° si —1<x<1
-1 si x>1 —x24+4x-2 si x>1
1 3 . 1
Xty shoXe<o X +2x+2 si x<-1
b) f(x)=1x? si —1<x<2 d) f(x)=15-%° si —1<x<2
-X+ 6 si x>2 2 .
— si x>2
X
a) Es continua en todos los puntos excepto en Y
x = 1 donde presenta un punto de
discontinuidad no evitable de salto finito.
o 1 X
/l EVAY
T A’
b) Es continua en todo el conjunto de los nUmeros Y
reales. ()
/
0| 1 X
c) lm f(x)=-1, lim f(x)=-1, f(-1)=-1 Y
x—-1" x—>-1" f(x)
lim f(x)=1, lmf(x)=1, f(1)=1 1
x—>T X—>T ) \ X
La funcién es continuaen 1y -1, luego, en todo R .
\
d) Es continua en todos los puntos excepto en x = -1 \ Y
donde se presenta un punto de discontinuidad inevitable )
de salto finito. \
\
0| 1 X
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97. Estudia la continuidad de las siguientes funciones estableciendo en cada caso el subconjunto de niameros
reales mas amplio posible donde la funcién sea continua.

a)

b)

c)

d)

a)

b)

c)
d)

e)

f)

9)

h)

m)

n)

3x +4 2x + X7 . X 1
f(X)—m e) f(X)—m |) f(X)—Xe m) f(X)

_COSX
f) =21 ) of(x)=C-3x+2 ) F(x)== n) f(x) L

x3-x-6 Inx 1-2cos? x —senx

f(x):e‘x2+xcosx g) f(x):J% k) f(x)=x*In(x-1)

f(x)=e® +2xe* +3 h) f(x)=3— ) f(x)=—x
(X) rexen ) () Xx-1 ) (X) 1+Inx

La funcién es continua en R excepto en aquellos puntos en que se anula el denominador.

-1++-15

X*+x2+4=0=>x%= — = No existe ningun real que anule el denominador, es continua en R.

La funcién es continua en R excepto en aquellos puntos en que se anula el denominador.
x*-x-6=0=(x- 2)(x2 +2X+ 3) =0= x =2 . Por tanto, la funcién es continua en R — {2}.
La funcién es continua en R ya que es suma y producto de funciones continuas en R.

La funcién es continua en R ya que es suma y producto de funciones continuas en R.

3-VYX+4=0=Vx+4=3=>Xx+4=9=>x=5

X+4>0 X>-4 ) . .
= = Es continua en (-4,5) U (5,+x) . Ademas es continua en x = —4 por la derecha.
3-Vx+4 =20 X#5

Solo existe la raiz cuadrada de los nimeros positivos o nulos. Por tanto:

x2-3x+2>0=> (x+2)(x —l)2 >0=>x+2>0=x>-2= La funcién es continua en (—2,+oo) . Ademas, es
continua en x = 2 por la derecha.

x*-3x+2 o [(x=2)(x-1)
Xx+2 = x+2 = Lafuncion es continua en (-2 1JU[2 +x).
X # -2 X # -2

Ademas, es continua en x = 1 por la izquierda y en x = 2 por la derecha.
Las raices cubicas estan definidas tanto para nimeros positivos como para nimeros negativos. La funcion es
continua en R — {1}.

La funcion es continua en todo R ya que es producto de funciones continua en todo R.
x>0 = X>02 Continua en (0,1) U (1,+)
1) U (L 400) .
Inx =0 x#1

La funcién es continua en todo el dominio de definicion del logaritmo neperiano, que, dado que x — 1 > 0,
implica que x > 1, es, en este caso, el intervalo (1,+oo) .

x>0
x>0 i . 1 1
= 1 = La funcién es continuaen | 0,— |U| —,+o |.
1+Inx#0 X #— e e

.. . T
cosx = 0= La funcién es continua en todo R excepto en los puntos de la forma x = E+ kn con keZ.

1
1-2cos?x—senx =0 = -2 +2sen’x —senx +1=0 = 2sen’x —senx —1=0 => senx = 1,senx =3

Por tanto, la funcién es continua en todo R excepto en los puntos x = g+ 2kn, x= 7—6T[+ 2km, x = %4‘ 2km,

con keZ.

Eﬂ Limites de funciones. Continuidad | Unidad 1
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98. Calcula el valor o los valores que se deben dar
todo el conjunto de nameros reales.

“x?+1lsix<-2
a) f(x

2x+k six>-2

b) f

x?-3x-k six>1

Six<3
In(x six>3

X +kx

g
{ six<1
ot

8) (-2 +1-2:(-2)rk=k=7.

[ (lxz +1] =3,
x—>-2"\ 2

lim f(x)= lim
continua en x = -2y, por tanto, en todo R

X—>-2"
b) 1-2k=-—2-k=k=3.

Para k = 7:

Para k = 3: lim f(x) = lim (x*
x—1 x—1" x—1"
continua en x =1y, por tanto, entodo R.
c) 9+3k=In1=0=k=-3
Para k = -3: lim f(x)= lim (x*-3x)=0, lm f(x)
X—3" X—3
continua en x = 3y, por tanto, en todo R.
0 2
d) %k -1=e"=1=k=—.
Para k _2 lim f(x)=lim [Exz—ljzl,
x—3" x—>3"9 x—3"

en x =3y, por tanto, en todo R .

2 oo

X-2
x>3 X +1

Unidad 1] Limites de funciones. Continuidad

lim f(x)= lim (2x+7)=3 y f(-2)=

x—>-2"

~6)=-5, lim f(x)= lim

x—3"

lim f(x)= lim e

. Por tanto, 2k — 3:%:k—

a k para que las siguientes funciones sean continuas en

d) f(X)_{kxz—l six<3

e’ 0 six>3

—X275X+6 six#3
e) f(X)=yx2_2x-3

2k -3 six=3

3. Luego la funcién es
x—-2"

(x2 —-3x —3) =-5y f(1)=-5. Luego la funcién es

x—1"

= lim In(x-2)=0 y (3)=0. Luego la funcién es

x—3*

Fo gy f(3) =1. Luego la funcién es continua

x—>3"

13
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SOLUCIONARIO

99. Expresalas siguientes funciones como funciones definidas a trozos y estudia su continuidad.

X2 + X
I L d) f =
a) f(x) |X 2| ) (x) |X+:q
X +|x|
b - - f(x) = X
) f(x)=2x+[x-2| e) f(x) T
C) f(X):lX—2|+|X+1| f) f(x)=e2\x\+1
2-XxX six<2 )
a) f(x)=|x_2|:{x_2 si x>~ Continuaentodo R.

= Continuaentodo R.

b) f(X)=2x+|x—2|:{2X—x+2 S|x<2_{x+2 Six<2

2X+X—-2 six>2 |3x-2six>2

—2x+1 six<-1
c) f(x)=|x-2/+|x+1=43 si—1<x <2= Continuaen todo R .
2x-1 six>2

XD Gy
2 - -Xx six<-1 .
d) f(x):x X (x+1) = _ = Continua en todo R excepto en x = —1.
[x +1 x(x+1) X six>-1
——= six>-1
X+1
x+|x| 0 six<-1 0 six<0
e) f(x)=———==10 si—1<x<0=1{ 2x ) — Continua en todo R.
2+|x+1 o . 3 six>0
six>0
X+3
—-2x+1 H
e six<0
fy f(x)=e?¥t= = Continua en todo R .
e six20

Teorema de Bolzano y teorema de los valores intermedios

100. Comprueba que las siguientes funciones cortan al eje X en al menos un punto, e indica un intervalo de
extremos de numeros enteros consecutivos al cual pertenezca dicho punto.

a) f(x)=2x"-x>+x*-1

b) f(x)=cosx—-x+1

x)=x3 +x2 —cosnx + 2

(x)
c) f(x)=xe*-x-16
d) f(x)

a) f(0)=-1<0,f(1)=1>0= La funcién corta al eje X en un punto del intervalo (0,1).

c) f

(

b) f(1)=cos1>0,f(2)=cos2-1<0= Lafuncién corta al eje X en un punto del intervalo (1,2).
(2)= 2e? -18<0,f (3)= 3e®-19>0= La funcién corta al eje X en un punto del intervalo (23).
(

d) f(-2)=-4-1+2<0,f(-1)=3>0= La funcién corta al eje X en un punto del intervalo (-2,-1).
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101. Comprueba que las siguientes funciones toman el valor M indicado en alguin punto del intervalo propuesto.

a)

b)

c)

a)

b)

c)

f(x)=x>-x®-x+5;M=-1en (-2,-1)
-x . 3

f(x)=xe™+3; M= en (-10)

f(x)=senx-cosx+2;M=3en (1,2)

f(-2)=-17,f(-1)=6. En (-2,—1) toma todos los valores comprendidos entre —17 y 6.

En particular, toma el valor —1.

f(-1)=0,2817,f(0)=3. En (-1,0) toma todos los valores comprendidos entre 0,2817 y 3.

En particular, toma el valor 1,5.

f(1)=23,f(2)=3,32. En (12) toma todos los valores comprendidos entre 2,3 y 3,32.

En particular, toma el valor 3.

De otra forma y sin calculadora: ge (12)yf [gj =1-0+2=3=M

102. Para cada una de las siguientes funciones, y considerando el intervalo sefialado, estudia, si es acotada, e
indica el valor del supremo, infimo, maximo y minimo, si es que existen.

a)

b)

c)

a)

b)

c)

d)

e)

f)

2x -1

f(x)=-x*+5x—-6 en [13 d) f(x)= en [-2,0
(x) =" +5x -6 en [13] ) 1(x)="— en [-20]
f(x)=-x*-2x-1 en [-10] e) f(x)=x*+5x-6 en (-3,0)
f(x)= X _en [-21] f) f(x)z\/I en (0,1]
2x -4 X
La funcion es continua en un intervalo cerrado. Por Weierstrass, existe maximo y minimo. Supremo y maximo

enx=2,5yvale M =0,25. infimo y minimo en x =1 y vale m = -2.

La funcion es continua en un intervalo cerrado. Por Weierstrass, existe maximo y minimo. Supremo y maximo
enx=-1yvale M=0. Infimoy minimoenx=0yvale m=-1

La funcién es continua en un intervalo cerrado. Por Weierstrass, existe maximo y minimo. Supremo y maximo
en x=-2yvale M =0,25. Infimo y minimo en x=1y vale m=-0,5.

La funcion no es acotada ni superiormente ni inferiormente. Por tanto, no posee ni infimo, ni minimo, ni
supremo ni maximo.

La funcién es acotada. infimo y minimo en x = -2,5 y vale m = —12,25. Sin maximo pero supremo M = —6.

La funcién no es acotada superiormente pero si inferiormente. No tiene, pues, supremo ni maximo. El infimo y
minimo se alcanzaen x=1y vale m=1.
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103.

a) Comprueba que la ecuacién senx —2x +3 =0 tiene una solucién en el intervalo (l2) .

b) Calcula dicha solucién con aproximacién a las centésimas.

a) f(x)=senx-2x+3 escontinuay f(1)>0,f(2)<0= Por Bolzano tiene una solucién en el intervalo (1,2).

) fj:;rlzobifsc(et);igi). <0 Puede aplcarse el melod inenvelo [an,bn] Punto medio Valor de f(Cn)
Paso a, b, C,
1 1 2 15 0,9975
2 15 2 1,75 0,4840
3 1,75 2 1,875 0,2041
4 1,875 2 1,9375 0,0585
5 1,9375 2 1,9687 —-0,0156
6 1,9375 | 1,9687 1,9531 0,0216
7 1,9531 | 1,9687 1,9609 0,0031
8 1,9609 | 1,9687 1,9648 0,0062
Sintesis

104.

105.

Calcula el valor de k para que se verifique, en cada caso, que:

3 2
a) lim (\/x2+kx—3—\/x273x+5)=§ by fim XX Fkx+3 5

X —>+00 x—1 X3—X2—X+1

(\/x2+kx—3—\/x2—3x+5)(\/x2+kx—3+\/x2—3x+5)
a) lim (\/x2+kx—3—\/x2—3x+5)= lim =
X X0 X% 4 kx =3 +4x2 —3x +5

_ im (k+3)x-8 _ k+3 k+3_5

= = =—=k=2
x> 2 | jx —3 +4/x2 —3x +5 V1441 2 2

3 2
b) Iimx + X +kx+3:5+k

R . Para que el limite pueda valer 2, es necesarioque 5+k =0=k =-5.
x>l X7 —x“=x+1 0

Efectivamente, en este caso:

X3 +x2-5x+3 0 . x3+x2-5x+3 . (x-1)*(x+3)  x+3 4
x>l X% —x“—x+1 0  x-1 x°—-x“-x+1 X—>l(x_1) (x+l) x->1x+1 2

Calculalos valores de ay b para que se verifiquen las siguientes igualdades.
(n?+1 . [(n?+2n+3

a) lim +an+b|=0 b) lm|————+an+b|=0
nool N+1 n—o 2n+1

2
. n“+1 .
a) Ilm( +an+bj=hm
noo|l N+1 n—w

n+1 n+1 a+b=0

n?+1+an’+bn+an+b) . ((1+a)n®*+(a+b)n+1+b 1+a=0
= lim =0=>

n—oo

Luegoa=-1yb=1.

i 1+2a)n%+(a+2b+2)n+3+b _
b) lim N+20+3  aneb|= lim (1+2a)n” +(a+2b+2)n+3+ =0= l+2a=0
2n+1 2n+1 a+2b+2=0

n—o n—oo

Luego a:—l, b:—é.
2 4

m Limites de funciones. Continuidad | Unidad 1
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106.

107.

108.

109.

. 1
Dada la sucesion a, =3+ —:
n

a) Demuestra que es decreciente y acotada inferiormente. Calcula su limite.

b) Averigua a partir de qué término los siguientes se aproximan a 3, con un error menor de € = 0,001.

1 1
B P
n+1 n n®+n

a) a,,,;—a,=3+ < 0. La sucesion es decreciente. Una cota inferior de la sucesion es 3.

El limite es: lim [3+£j=3+i:3+0=3

n—+ow n —+00

b) |a, -3/ <0,001=

3+i—3
n

<0,001=> 1 <0,001= n>1001. A partir del término 1001.
n

2 n
P . n“+an+2
Calcula el valor de a para que el limite de la sucesién a, = (Z—J sea 2.
n“+n+2

2
2 n 2 n lim n| 022042 4
. n“+an+2 . n“+an+2 w[ 2
lim — =1" = lim — =" A nTans2
no+el N°4+n+2 no+el N°4+n+2

Calculamos el limite del exponente:

2 a-1n a-1)n?
lim n nsz_l — lim n (2—) - lim (2—) —a-1.
noto | N +n+2 noto \N“+n+2) nowoln®+n+2

Entonces:

lima,=e*'=2=a-1=Ih2=a=1+In2.

n—-+ow

Calcula los valores de ay b para que la funcién:

X+b six<1
f(x)=4e*"+ax  sil<x<3
x?-2x-2 six23

sea continua en todo R.

=a=b=

1+b=e"t+a 1-¢?
e 1+3a=1

x>+ 3x% 4 X +2

3 2 —x2+1
. X
Calculael lim [ J .

X—>+o0

x—>+0| 3x% 4 X +2 3x2+x+2

2 2 2
. —x2+1 352 —x2+1 im (—x2+l)[ ;-"X 71] im (—x2+1)[ -x-2 J
lim | ———— =1" = lim | ———— =e" R 3 exr2) -

3 2

—X— . X7 +2X°-x-2

lim (—x2+1)[2X72] lim (ziJ

— e 3x“4x+2) = @7\ 3xT4x+2 —e"™ =40
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Cuestiones

110. Pon un ejemplo de dos funciones f(x) y g(x) tales que exista Iimo[f(x)—g(x)], pero que no exista
X =
Iy () i fim 0 ().

f(x)=

{—1six<0 {1 Six<0

1 six=>0 g(x): -1 six=>0 f(x)+g(x)=0

111. a) Escribe una sucesion mondétona creciente, acotada superiormente, con todos sus términos negativos.

b) Escribe una sucesion que no sea creciente ni decreciente, y que sea acotada superiormente y acotada
inferiormente.

c) Escribe una sucesién que sea creciente y decreciente a la vez.

d) Escribe una sucesion acotada superiormente, decreciente y no convergente.

b) a, = (—1)" —-11-11,-1,... Es oscilante. Ademas solo toma dos valores, por lo que esta acotada.
c) a,=1—-1111... Las funciones constantes son crecientes y decrecientes a la vez.

d) a,=-n—>-1-2-3,..

112. Da una explicacion de por qué no existen los limites:

a) lim senx c) lim cosx e) lim tgx
X —>+00 X—>+0 X—>+0
. 1 . 1 . 1
b) limsen— d) limcos— f) limtg—
x—0 X x—0 X x=0 X

Los limites correspondientes a los apartados a), c) y €) no existen, ya que las funciones son periédicas y, por tanto,
no se acercan a ningun namero ni a infinito cuando x se hace cada vez mas grande. Oscilan de forma indefinida.

Los limites correspondientes a los apartados b), d) y f) son equivalentes a los anteriores haciendo el cambio de
. 1
variable t = —:
X

. 1 .
lim sen— = lim sent

x—0 X t—+o0

. 1 .
lim cos— = lim cost

x—0 X t—+o0

. 1
limtg— = lim tgt
x—0 X t—>+0

x4 -
X2

113. Escribe la expresion de una funcién continua en todo R tal que coincida con f(x)=

i en todos los

puntos del dominio de esta ultima.

41 (x2 —1)(x2 +1)
-1 x?-1

Por tanto, g(x) = x? +1 coincide con f(x) en todos los puntos del dominio de esta.
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Problemas

114. Una empresa presta servicios de asesoramiento mediante consultas telefénicas. La funcién que expresa el
coste total anual, en euros, de prestar x consultas telefénicas, teniendo en cuenta todos los gastos es:

f(x)=7,5x + 6500

a) Escribe la expresion de la funcién que facilita el coste por asesoramiento cuando se han contestado x consultas
telefénicas y halla el coste aproximado de cada servicio telefénico cuando se presta una gran cantidad de ellos.

b) Si se decide cobrar por cada servicio prestado un 25 % mas del coste hallado en el apartado anterior, ¢ cudl es
el beneficio obtenido al resolver 8000 consultas?

f(x) 7,5x + 6500
x X '

a) Coste por asesoramiento: C(x)=

7,5X + 6500

Coste aproximado de asesoramiento cuando se presta gran cantidad de ellos: lim =75 €

X—>+0

b) Se cobrard 7,5-1,25=9,375 € por servicio. Luego el beneficio es de 1,875 €.

Al resolver 80 000 consultas el beneficio obtenido sera de 15 000 €.

115. La poblacion de insectos en una laguna centroamericana evoluciona con el paso de x dias seglin la

siguiente funcién:
15 000X + /20 000x + 8000
f(x)= 3

X+1

a) Indica la poblacion que existe al comienzo del periodo considerado y cuando han pasado 5,7 y 10 dias.
b) Sila poblacion siguiese la ley indicada de forma indefinida, ¢,en qué valor aproximado se estabilizara?
a) La poblacién al comienzo: f (0) =51,6 . Aproximadamente 52 insectos.

Alos 5 dias: f(5)=12532 insectos.

Alos 7 dias: f(7)=13153 insectos.

A los 10 dias: f(10)=13 660 insectos.

15 000X + {20 000x + 8000 15 000
b) lim 3 B =15 000 insectos.

X—>+00 X+1

X

116. El tiempo, en segundos, que tarda un atleta en correr 100 m lisos viene dado por la funcién f(x)=9+e”

donde x es el nimero de dias que ha entrenado previamente. Calcula el tiempo que tardara en realizar la
carrera tras un largo periodo de entrenamiento.

Como lim (9 + e’x) =9, entonces tardara 9 segundos en realizar la carrera.

X—>+0
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117. Un equipo de investigacion ha estimado que el niUmero de bacterias, en miles, de un cultivo, en funcidn del
tiempo t que ha pasado desde un instante inicial t =0 horas, viene dado por la funcién:

§t2+1 si0<t<3
FO=1"4

—_— sit>3

t+1

a) Comprueba que la funcién es continua en todo su dominio.

b) Haz una representacion de la funcion.

c) Demuestra que existe algin instante en el que el nimero de bacterias es de 3500. Da un intervalo de tiempo
de longitud menor a 30 minutos en el que esté incluido dicho instante.

. . (2., . 4t 12
a) limf(t)=Ilim|=t*+1{=3, Im —="—=3 y f(3)=3
) t>3" () H3(9 ) t>3tt+1 4 y ( )

La funci6n es continua en t = 3y, por tanto, en todo su dominio [0,+w).

b) Y

Th

14
1

0| 1 X

c) 35 :t4—tl:> 3,5t +3,56=4t = 0,5t =3,5=1t =7 horas.
+

En el intervalo (6h 45min,7h15min), ent=7, en el que el nimero de bacterias es de 3500 (3,5 miles).

Para profundizar

118. Calcula los siguientes limites.

2 2 2 2
a) fim X1 b) lim X =1 o) fim X1 d) fim X1
X400 |X —].I X—>=0 |X —ll x—1" |X —].I x—1 |X —].I
2 2 2 2
) lim X him X im (x2) = 40 ¢) lim Xt im X7 i (x4 1)= 2
xa+w|x_1| x40 X —1 x>+ x—1t X—].I xolt X—=1  xo1
2 2 2 2
b) fim o him X i o (xe =g d) im o im X m (x4 1)= 2
X —>—00 |)( _].I X —>—00 _()( _]_) X—>—0 Xx—1" |X —].I x—1 —(X —l) x—1"

119. Halla el valor de los siguientes limites.

X X X X
. e’ +e . e’ +e
a) lim ——— b) Iim
x—>+0 @X _ @7% x—-0 @X _@~X
e N e 14 1
et ye™ L gx | X x 1
a lim———=1lm& € - |m—& =-=1
x—>+0@X _@X  x—o+0 X @7X X—>+00 1 1
% T 2x
eX eX e
e e 1 o1
X -X -X X
. e +e . e +e . x x . 2x 1
b) lim —= = |im —= = |im &€& _ |jm & =—=-1
x>-0@X _@ X  xote X _@X  xo+w @ X X x—+0 1 -1
- 2x
e’ e e
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1 _1
ex e X 1
R ! =
.. eX+e X X X .
lim = —=lim &8 = |im —&-=-=1
x—0" = -~ x>0t = - x»o*l 1
ex —e x ex ex 2
11 ex
ex ex
1 _1
ex e x
11 1t 2
ex +e X . X X .oex+1 1
lim = —=lim & —€ — = im ——=—=-1
x—>0" = - x—0" = -= x—>0" = -
ex —e X ex e X ex -1
11
ex ex
1 1
. L . eX4e X .
Como los limites laterales no coinciden, lim —— No existe.
X—> = =
ex _e X

121. Representa graficamente la funcion y estudia su continuidad.

f(x)={x si|x|<1

1 si|x|>1
Y
1six<-1 1
f(x)=1x si-1<x<1 1 X
1six>1

Es discontinua en x = -1 ya que: lim f(x)=1=-1= Iim+ f(x) y continua en los deméas ndmeros reales.

Xx—>-1" x—-1

122. Determina los limites siguientes.

. 1+2+3+...+n
a) Ilm—2
n—ow 2n

b) lim 2+4+6+8+...+2n

N n®+1
c) lim {i(l+£J+1(1+£j+£(l+§j+...+i(l+ﬂﬂ
n-o| n n) n n) n n n n
142+3+..4n . (I+m)n  n?4n 1
a) lim 3 = lim > = lim —=—
n—o 2n n-wo 2.2n n-wo 4n 4

2+2 2
b) lim 2+4+6+8+..42n _ . (2+2n)n im2n°+2n 2,

n—w n?+1 n—w 2(n2+1) Tnow 2n2 42 2

c) lim {i[l-rij+1(1+£J+£(1+§j+...+l[l+£ﬂ: lim 1
n—o| N n/ n n/ n n n n Nl n
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- . 1
123. Dada la sucesion por recurrencia a, =1 a, = :
l1+a,;
a) Calcula sus primeros términos. b) Sabiendo que es convergente, calcula su limite.
a) a <1, a - 11 1 2 a 1 3 a, 1 5 a, 1 8
=1, 8,=——==, 8= ==,a,= ==, a = ==, a = =—
1+1 2 1+} 3 1+g 5 1+§ 8 1+§ 13
2 3 5 8
b) Como la sucesion es convergente, entonces lim a, = lim a,_, =L . Por tanto:
n—oo n—o
L-—1 L Pil-1-0>L- _1+*/E,L= -1-\5
1+L 2 2

-1+ \/g
2

La sucesion a, es de términos positivos entonces la solucion vélidaes L =

Autoevaluacion

Comprueba qué has aprendido

1. Calculael dominio de las funciones:

B 2x2 -3 X _ 2
a) f(x)_m b) f(x)= 79 c) f(x)=logyVx®-x

x-5=0
4x* +1=0

conjunto de los niimeros reales excepto en x = 5. Luego D(f) = (—=,5) U (5,+x).

a) (x —5)2(4x4 +1) =0 :>{ = La Unica solucién real es x = 5. Por tanto, la funcién existe en todo el

X
——=0

b) {x*-9 = xe(-3,0]uU(3,+x).Luego D(f)=(-3,0]u(3,+x).
x?-9=0

c) Para que exista logsVx%-x debe ocurrir que  x®*-x>0=xe(-©,0)U(l+xo). Luego
D(f) = (—oo,O) ] (l,+oo).
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a)

b)

c)

d)

a)

b)

c)

d)

e)

f)

9)

h)

Unidad 1] Limites de funciones. Continuidad

—2x* -3x+5
Im—
xo>=n —3x%3 4+ x -3

2Yx? -5
’H*‘” \/»+31\/x + X

lim

X—>+0

(2x~Vax? x|

lim 2- \/x+
x>2 —2x%2 + 4x

Halla el valor de los siguientes limites.

o ax?
e) lim
X3 (x + 3)°

fy o lim —

X—>-2 1+ 1
1+ X

4x3 +16x% +21x + 9

g) lim

—2x*-3x+5 . -2x* —w
lim ZEX ZSXED iy ZEX 20
x>0 —3x% 4+ x -3 x>0 _3x +00
2Yx? -5 23/x2

lim

Xton \/7+31\/x +X

lim

X—>+00

(2X—\/4X2—X)=oo—003 lim (2x— 4x2—x): lim
X—>+0 X—>+00

4x 2—(4x2—x) X x 1

= lim = lim - lim 2==
X—>+00 2X+\/4X Lx Xx—>+0 4X 4

XOFP X + \/4x

2— \/x+ 0

lim =—=Ilm

m =
2 2 14X 0 %02 2 1A %2 2 (- x+2)(2+\/x+2) szx(—x+2)(2+\/x+2)

. -X+2
=lim

2- \/X+

H,g 4x% +20x? +33x +18

A

- lerToo _?/XT + 31&)/)(4 + X x»+oo 2\/7

h)

(2x—\/4x2 —x)(2x +ax? —x) .

(2-Vx+2)(2+x+2)

2 +44x? — x

4-x-2

1

=lim =

4x? 36
im ——=—
>3 (x+3)° 0

= lim

A
X—>-3" (x + 3)2 0

6 .
=— =+, lim
T

1

©22x(—x +2)(2+Vx+2) *Zax(2+x+2) 16

4x?

x>-3" (X + 3)2

36

=— =40 = lim

O+

4x?

x>3 (x +3)°

3 2
(x+§j (4x+4) 614
m =

= 400

= -0 = No existe limite.

. 1 . 1 .
lim — =5 lim T = =t lim 1 =
X—>-2 14 0 X—>—2 0 X—>—2 1+
1+ X 1+ X 1+ X
4x° +16x% + 21X +9 _9 . im 4x° +16x° +21x+9
s 3 4x3+20x%+33x+18 0 ., 34x%+20x?+33x+18
2 2
. 1 3 1 3 .
lim - =w—-—w= lim - =1
x»3 | X—=3 x°-9 x»3 | X—-3 x°-9 x—3~

i
w3 3V
2 x+E (4x+8)

-6+8
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3.

a) Demuestra que la sucesion a, = es mondtona creciente y acotada superiormente.

n+5

b) Calcula su limite.

a) Monétona creciente. Se debe demostrar que a,,; —a, >0:

. _2(m+1)-3 2n-3 2n°+10n-n-5+2n”-12n+3n+18 _ 13 50
1" nes (n+6)(n+5) (n+6)(n+5)

Acotada superiormente por 2. Se debe demostrar que a, -2<0.

2:2nf3_2:2n7372n710: 13

"= - <0
n+5 n+5 n+5
b) tim 222 jim 2" _,
x—+0 N+5 Xx—+0 N

Calcula el valor de a para que el siguiente limite valga e?.

[SXZ +2X +1Jﬁwrl

lim
3x2-1

X —>+a0

+ + . 3x2 +2x+1 ) +
(axeax+1) L (axeax+a) X'L”Iw(ax*”[%:z_xf -1] m (e 252
lim| ———— =I"= Im| — =e —e X =
X—>+00 3)(2 -1 X —>+00 3)(2 -1
lim 2ax22 2a
e’ =3 > —=2=a=3
X +4 six<-1
Dada la funcion f(x)={a(x -1)* si-1<x <2:
-2 six22

a) Calcula el valor de a para que sea continua en el punto x = —1.

b) Para este valor de a hallado, dibuja la funcién e indica el tipo de discontinuidad que presenta en x = 2.

a) lim f(x)= lim (x+4)=3, lim f(x)= lm (a(x—l)z):4a:f(—l).Luego 4a:33a:%

x—>-1" x—-1" x—-1" x—-1"

b)

-y

Como lim f(x)= lim (%(x—l)zj—% y lim f(x)= lim (-2)=-2la funcién presenta una discontinuidad de

x—2" x—2" x—2" x—2"

salto finito en x = 2.

m Limites de funciones. Continuidad | Unidad 1
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6. *Con la ayuda del teorema de Bolzano y de forma razonada, indica tres intervalos, sin puntos comunes
entre ellos, en los que la ecuacion —2x°+3x2+x —1=0 tenga una solucion.

f(x)= -2x® +3x? + x —1 Es continua en todo R Y, por tanto, en cualquier intervalo cerrado.

f(-1)=2+3-1-1=3>0

f(0)=-1<0 = 3¢, € (-10) tal que f(c,)=0
f(0)=-1<0

f(l):—2+3+1_1:1>0:>302 €(0,1) tal que f(c,)=0
f(1)=1>0

f(2)=—16+12+2—1:_3<033C3e(lz) tal que f(cy)=0

7. Estudiasilafuncion f(x)=—; es acotada e indica, si existe, su supremo, infimo, maximo y minimo en:
X

a) Todalarectareal R.

b) Elintervalo [-2,-1].

a) En R, lafuncién es acotada inferiormente, pero no superiormente.

El infimo es m = 0, pero no tiene minimo. No tiene ni maximo ni supremo.

b) En elintervalo cerrado [-2,—1] la funcién es acotada superiormente e inferiormente.

El maximo absoluto (y supremo) lo alcanza en x = -1y vale 1 y el minimo

absoluto (e infimo) lo alcanza en x = -2 y vale 0,25. 0| 1

Relaciona y contesta

Elige la Gnicarespuesta correcta en cada caso

. 2-2%
1. Elvalorde lim log, vale:
X —>—0 2

A. +o B. —w C. 1 D. O

. 2-2% 2-
La solucién es D. Calculando el limite: lim Iogz( > ] = Iogz( 5 Oj =log,1=0
X—>—0

3 2
. X°—=X“+ax+b
2. Calculaayb paraque lim =
ybparad x=2x3 - 7x% +16x —12

A. a=8,b=-12 B. a=-8,b=12 C. a=8,b=12 D. a=-8,b=-12

. . x2-x?+ax+b 8-4+2a+b
La solucion es B. lim =

3 5 = . Para que este limite sea finito, es necesario que
X=2 X% —7X° +16Xx —12 0

4+2a+b=0.

X3 —x?+ax+b . (x—2)(x2+x+a+2) _x*+x+a+2 8+a
En este caso, lim 3 > = lim = lim > =
x=2 X% —7X° +16Xx —12 x-2 (x—2)(x2—5x+6) x>2 X% -5X+6 0

=a=-8b=12

- X3 -x?-8x+12 . B6x—-2 10
Se comprueba que para estos valores el limite vale: lim 5 = lim =—=
-2 x3 —7x? +16x-12 x-26x-14 -2
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SOLUCIONARIO

2 —_— —_—
3. Lafuncién f(x)= X -x-6,
X -3
A. Escontinuaenx=3 C. Presenta una discontinuidad de salto finito en x = 3.
B. Presenta una discontinuidad evitable en x = 3. D. Presenta una discontinuidad de salto infinito en x = 3.

La solucion es B. En x = 3, la funcién no esté definida pero tomando limites se tiene:

2 2
. X°=x-6 0 . X°=X-6 . X+2)(x-3 .
lim ———=—= lim = lim (x+2)(x=3) _ lim (x+2)=5
X—3" X-3 0 x—3" X-3 x—3~ X - x—3~
2 2
. X°=-x-6 0 . X“=X-6 . X+2)(x-3 .
lim —————=—= Iim = Ilm( I )= lim (x+2)=5
x—3" X—-3 0 x—3" X—-3 x—3" X -3 x—3"
Sefiala, en cada caso, las respuestas correctas
4. Laecuacion x> +ax®+b=0:
A. Tiene al menos una solucion. C. Puede no tener solucion.
B. Tiene al menos dos soluciones. D. Puede tener mas de una solucion.

Las soluciones son A y D. Por tener grado impar sus limites en +wo son +«, respectivamente, y por ser ademas
continua, la funcién debe cortar al menos una vez al eje de abscisas, es decir, tener al menos una solucién. Puede
gue solo corte una vez o puede que lo corte hasta 5 veces, dependera de si las soluciones son reales o complejas.

5. Dadalagréficade f(x):

| Yl ] A. lim f(x)=2
I / X—>+0
/ - /d N B. lim f(x) =40
/ Xx—3"
/ ] c. lim f(x)=3
// ! / x—>-3"
X
0 ’I D. lenjwf(X) =0
Las soluciones son A, C y D. Observando la gréfica, se aprecia que B no es cierta porque lim f(x) =2.
X—3"
Elige la relacion correcta entre las dos afirmaciones dadas
6. Eldominio de lafuncién f es el intervalo [3,7] y es continua en dicho dominio.
1. f(x)=0 tieneunaraizen (3,7). 2. £(3)f(7)<0
A ls 2 C.2= 1perol= 2.
B. 1= 2pero2 = 1 D. 1y 2 no se pueden dar a la vez.

La solucién es C. Esta relacion es clara por el teorema de Bolzano, que asegura al menos una raiz si hay cambio
de signo en los extremos. Las respuestas A y B no son correctas, porque por ejemplo la funcién constante cero
verifica 1, pero no 2. Finalmente, la respuesta D seria un contraejemplo del teorema de Bolzano.

Sefiala el dato innecesario para contestar

7. Se desea estudiar si la ecuacién f(x)=6 tiene o no solucion en el intervalo [-3,3]. ¢(Qué dato es
innecesario?

A. D(f)=R B. f(x) es continuaen [-3,3] C. 2<f(-3)<4 D. 8<f(3)<10

No es necesario conocer que el dominio de la funcién sea R, porque es suficiente conocer el comportamiento de
la funcién definida por esa ecuacién h(x)=f(x)-6 en elintervalo [-3,3]. Por tanto, el dato innecesario es A.
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