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SOLUCIONES DE LAS ACTIVIDADES DEL LIBRO DEL ALUMNDO

Cuestiones previas (

1.

2.

¢Se mueve nuestro planeta a la misma velocidad en todos
los puntos de su 6rbita alrededor del Sol?

No, porque segun la segunda ley de Kepler cuanto mayor sea
la distancia entre el Sol y la Tierra, menor sera la velocidad. La
Tierra se mueve més deprisa en el perihelio que en el afelio,
pero barre dreas iguales en tiempos iguales.

¢Por qué razdn la mayoria de los cuerpos que componen el
sistema solar orbitan en torno al Sol casi en el mismo plano?

Porque el momento angular de traslacién de un planeta alre-
dedor del Sol permanece constante en direccidn.

¢Por qué el eje de rotacidn terrestre se mantiene paralelo a
si mismo mientras la Tierra orbita en torno al Sol?

Por la ausencia de momentos de fuerza netos actuando sobre
la Tierra. Esto explica la secuencia regular de las estaciones.

Se afirma que la fusién de los casquetes polares por un au-
mento de la temperatura planetaria produciria un ligero
alargamiento de los dias. ;Sabes por qué?

La distribucién de masa varia, y por tanto el momento de
inercia. La conservacion del momento angular exige que
varie la velocidad angular.

Actividades (paginas 37/57)

A la vista de la figura, ;jen qué punto del epiciclo se veria
mas brillante el planeta desde la Tierra? ;En qué zona del
epiciclo pareceria retrogradar el planeta si el centro del
epiciclo no se moviera?

Se verfa mas brillante en el punto B, y pareceria retrogradar
también cuando el planeta estuviera recorriendo el tramg de
epiciclo préximo a B. Obsérvese que ambos giros se produ-
cen en sentido antihorario.

{Qué observaciones realizé Galileo para comprobar la
ausencia de paralajes?

Galileo comprobd que las estrellas no parecian aumentar a
través del telescopio, lo cual le hizo pensar que estaban muy
lejos, tanto que no era posible detectar ningln paralaje.

Los seis meses transcurridos entre el 21 de marzo y el 21 de
septiembre tienen més dias que los comprendidos entre el
21 de septiembre y el 21 de marzo. ;Se te ocurre alguna
razon? ;Entre qué fechas estard mas préxima la Tierra al Sol?

En efecto, el tiempo comprendido entre el equinoccio de
septiembre y el de marzo es menor que el que transcurre en-
tre el equinoccio de marzo y el de septiembre. La razén es
que ni la érbita terrestre es un circulo perfecto ni el Sol esta
en su centro. En consecuencia, y de acuerdo con la segunda
ley de Kepler, la velocidad orbital de la Tierra es algo mayor
cuanto mas proxima estd al Sol, cosa que ocurre durante el
invierno boreal.

I. Interaccidon gravitatoria

B¥N8| A partir de los datos orbitales terrestres con respecto
al Sol (T = 365 dias Y rsg.1iemrs = 1,496 - 10" m), determina
cuénto tarda Jupiter en completar una 6rbita alrededor del
Sol (en segundos y arios terrestres) sabiendo que su distancia
alSolesde 7,78 - 10" m.

Dato: el valor de la constante de Kepler, k, es el mismo para
todos los planetas que orbitan alrededor del Sol.

De la tercera ley de Kepler sabemos que:

2 2
T2 T2
2 o 3 Japiter __ ! Tierra
T"=kR° = P =
Japiter Tierra

Por tanto:

2 2 RJC! iter 3 7

TJdpiter = TTierra =) = 1,87-10
R‘ﬁerra

Tyipiter = 4 328,77 dias = 11,86 afios = 3,74 - 10° s

Si una particula se mueve a lo largo de una recta, jtendra
momento angular cero con respecto a un origen cualquiera
elegido al azar? ;Tendrd momento angular cero con res-
pecto a algn origen especifico? Razona tu respuesta.

Su momento angular no sera cero, salvo que el origen elegi-
do se encuentre en la recta del movimiento, en cuyo caso 7y
P serian paralelos.

Un cuerpo de 2 kg de masa se mueve a lo largo de una
recta con una velocidad constante v = 37 m/s. Determina
su momento angular con respecto al origen (0, 0) cuando el
cuerpo esta en los puntos (2, 0), (2, 1) y (2, 2) de la misma
recta. ;Qué conclusion obtienes respecto del momento
angular de un cuerpo que se mueve con movimiento recti-
lineo uniforme?

Punto (2, 0): F=2m
[ =7 xmv = 12k kg m¥s
Punto (2, 1): F=2+fm
L =12k kg m¥s
Punto (2, 2): F=2+2jm

L=12k kg m*s
En consecuencia, el momento angular de un cuerpo con
movimiento rectilineo uniforme es constante.

Demuestra que el momento angular de una particula
de masa m, que se mueve con velocidad v a lo largo de
una recta cuya distancia minima al origen es d, es cons-
tante y tiene por valor L = mvd en cualquier punto de la
trayectoria.

El médulo del momento angular viene dado por la expresién:
L=rmvsen «

donde o es el dngulo que forman¥ y V. Sin embargo, como
puede comprobarse en la figura:

rsena=d

Por lo que:

L = mvd = constante




JZE] ;Permanece constante el momento angular de un
electron en una 6rbita determinada segtn el modelo de
Bohr? Explicalo.

El segundo postulado de Bohr establece, efectivamente, la
constancia de dicha magnitud como consecuencia del carac-
ter central de la fuerza electrostatica entre nicleo y electrén.
De ahi también que el modelo de Bohr supusiera 6rbitas
planas para el movimiento de los electrones.

Teniendo en cuenta tu respuesta a la actividad anterior,
¢puede usarse el valor del momento angular para caracte-
rizar una determinada 6rbita? ;Conoces algtin nGimero
cuéntico referido al momento angular?

Efectivamente, al tener valor constante para cada érbita, el
momento angular sirve para caracterizar las érbitas del ato-
mo de Bohr. El niimero cuantico referido al momento angular
es n, el niimero cudntico principal.

£Qué significado fisico tiene el postulado de Bohr segtin el -

nh
cual mvr = —7
27

La formulacién del segundo postulado de Bohr es:
L=myr=nh

Luego el momento angular caracteriza las distintas érbitas de

Bohr a través del niimero cuéntico principal, n.

1¥:48 Una pelota unida a una cuerda se hace girar en circu-

los horizontales alrededor de un eje, permitiendo que la
cuerda se vaya arrollando en torno a dicho eje. ;Permanece
constante, aumenta o disminuye la velocidad de la pelota a
medida que la cuerda se arrolla? ;Cémo lo explicarias en
términos del momento angular?

Suponiendo que el efecto del peso es pequefio en el lapso de
tiempo considerado, puede afirmarse que el momento angu-
lar es constante, es decir:

L = mvr = constante

Puesto que el radio disminuye al ir enrollandose la cuerda,
para mantener L constante es preciso que la velocidad vaya
aumentando progresivamente.

1#:48 Teniendo en cuenta que la masa de la Tierra es de
6+ 10** kg, que su distancia media al Sol es de 1,496 - 10"' m
y que su periodo orbital es de 365 dias, determina:

a) El valor de su momento angular de traslacién respecto
al Sol.

bj La velocidad areolar del movimiento de traslacion
terrestre (expresando sus unidades).

¢} A partir del valor anterior y dando por cierto que la dis-
tancia al Sol permanece invariable en el transcurso de un
dia, determina qué distancia recorre la Tierra en un dia
durante su movimiento orbital. Comparalo con el que se
obtendria al dividir la longitud orbital entre los 365 dias.

@) El momento angular de traslacion es:

L=mrv=mreo = )
T

=6-10"-(1,496-10")? - ——-—o
( ) (365 - 24 - 3600)

= 2,675 - 10 kg m/s?
bj La velocidad areolar def movimiento de traslacion es:
gﬂ:lﬁm— (1,496 - 10" S, BE—
dt 2 365 - 24 - 3600
=2,23-10"m%s

¢) A partir de la velocidad areolar podemos determinar el
area que barre la Tierra en un dia:

Adia = Vareotar * 24 + 3600 = 1,926 - 10%° m?

Para desplazamientos pequefios comparados con la 6rbita
completa, como es el recorrido de un dfa, se puede aproxi-
mar el area barrida al area del tridngulo (figura 1.21):

. Rd
A= - = 1,926 - 10° m?

De donde resulta que el desplazamiento d de un dia es:
d=2575-10°m = 2,575 - 10°km

Por otro lado, sabemos que la Tierra describe aproximada-

mente una circunferencia, luego la distancia recorrida en un

dia serd la longitud de dicha circunferencia dividida por 365:

21+ 1,496 - 10"
d="""0 0 5575-10%km
365

Bl Demuestra que la constancia del momento angular orbital

es coherente con la segunda ley de Kepler. Razona si dicha
constancia es también coherente con la primera ley.

Como sabemos, la velocidad areolar es equivalente a L/2m. Si
el momento angular es constante, lo serd la velocidad areolar.
Esta constancia es la que establece la segunda ley de Kepler.

Por otro lado, si el momento angular es constante, la rbita
debe quedar siempre forzosamente en el mismo plano, que
es lo que afirma la primera ley de Kepler.

lE] Determina la posicion del centro de masas del sistema

constituido por tres particulas de masas m, = 2 kg, m, =
= 4 kg, y m; = 6 kg, situadas, respectivamente, en los pun-
tos (0,3, 1), (4,1, 2) y (5, 0, 0). Expresa su posicién en nota-
cién vectorial.

Hacemos uso de la expresién 1.12:

=2(07 + 3] + k) + 447 +] + 2K) + 6(5i + 0] + 0k)
My = 461 + 10] + 10k
o= 3831 + 0,83 + 083k

-
Mygrail’cm

(8 Una particula de 4 kg se mueve en la direccion del eje X

con una velocidad de 3 m/s, y otra de 2 kg lo hace en la misma
direccién con una velocidad de —2 m/s. ;Cual es la velo-
cidad del centro de masas? ;Y el momento lineal total del
sistema?
Aplicando la expresién 1.14:

L 4-3+42:(=2)~

W=y T

Y, por tanto:

§ _il m/s
6 3

Bow =81 kg m/s

ild Tres particulas de masas m, = 2 kg, m, = 0,5 kg, ym;=

= 1 kg, se mueven segun las trayectorias r1 =15 — 2t m,

F,= 360 — tj +k m yFy = 2t + 2i'j +tk m, respectiva-

mente Calcula:

a) Ty en funcion del tiempoyent =1s.

b) El momento lineal del sistemaen t = 1s.

¢) Lafuerza neta que opera sobre el sistema.

d) La aceleracion del centro de masas.

a) Aplicando la expresién 1.12, se obtiene:

(1,56 + 28 + 20 7—2,5t] + (052 + 0k
3,5

?CM(t) =

Por lo que:

Few(1)=1,571 —0,71f + 0,43k m
B} Teniendo en cuenta que:
— dr
p mtotaIVCM mtotal dCtM
se obtiene:

=458 +4t+2)7 - 2,5 + (t+ 1) k kg m/s
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Y, por tanto,ent=1's:
, B (1) =10,51 — 2,5 + 2k kg m/s
¢} Como:

r dﬁcm
E=
dt
entonces:
F=0t+4)i+kN
d) La aceleracién del centro de masas sera:
F o oot+4- 1 -
e = = i +—km/s*
M M 3.5 35

;Crees que puede considerarse el momento de inercia una
propiedad fundamental de la materia del mismo modo que
la masa?

El momento de inercia no es una propiedad de la materia. La
masa es una propiedad inherente a todo cuerpo material, y
su valor es caracteristico de cada cuerpo o particula; es decir,
a cada cuerpo le corresponde una Gnica masa. Por el contra-
rio, un mismo cuerpo puede tener infinitos momentos de
inercia en funcién del eje elegido.

Con el propésito de calcular el momento de inercia de un
cuerpo en rotacion, ;puede considerarse la masa del cuerpo
como si estuviese concentrada en el centro de masas?
iPor qué?

No, porque en la determinacion del momento de inercia es
esencial la forma del cuerpo; si el eje de rotacién pasara por
el centro de masas, el momento de inercia seria cero. Eso
ocurrirfa, por ejemplo, en el caso de una esfera homogénea
(maciza o hueca) que girase alrededor de un eje que pasa por
su centro; no puede suponerse que la masa de la esfera esta
concentrada en el centro de masas. Este concepto, sin embar-
go, si es aplicable en la dindmica de traslacion.

Existe, sin embargo, un equivalente al centro de masas en ro-
tacién, que seria aquel punto donde podemos suponer con-
centrada la masa del sélido, girando a una distancia tal del
eje (distancia denominada radio de giro) que su momento
de inercia con respecto a ese eje fuese igual al de todo el séli-
do. La localizacién de dicho punto es muy sencilla. Por ejem-
plo, si consideramos el caso de una esfera sélida homogénea
de masa m que esté rotando alrededor de un didmetro, la dis-
tancia (radio de giro) a la que estaria dicho punto especial se
hallaria igualando el momento de inercia de la esfera con el
que tendria toda su masa concentrada en dicho punto:

2
o mr* = mR?

donde R es el radio de giro. Resolviendo, obtenemos:

iFE] Si dos discos del mismo peso y espesor se hacen de
metales de diferentes densidades, ;tendréan el mismo
momento de inercia? Si no es asi, demuestra cuél de ellos
tiene mayor momento de inercia.

Los dos discos tienen la misma masa y diferente densidad,
por lo que tendran también distinto volumen. Dado que el
volumen viene dado por wr*h, donde r es el radio del disco, y
h, su espesor, y puesto que tienen el mismo espesor, la dife-
rencia de volumen se manifestara en distinto radio, que sera
mayor cuanto mayor sea el volumen, es decir, cuanto menor
sea la densidad.

En el enunciado no se indica el eje de rotacién alrededor del
cual giran los discos. Supongamos que se trata de un eje que
pasa por el centro y tiene la direccién perpendicular al disco.

1. Interaccidn gravitatoria

Segun la expresion 1.17, el momento de inercia es tanto ma-
yor cuanto mas alejadas del eje estan las distintas particulas
que forman el disco. E3ta observacion cualitativa es suficiente
para concluir que el disco con mayor radio (menor densidad)
tiene mayor momento de inercia. Se obtiene la misma con-
clusidn si consideramos que el momento de inercia de un
disco alrededor del eje indicado es I = mr*/2, que serd tanto
mayor cuanto mayor sea el radio.

{Existe algiin momento de fuerza responsablé de la rotacién
de los planetas y satélites? ;Qué consecuencias se extraen
de tu respuesta?

Sobre cualquier punto de un planeta o satélite actGa princi-
palmente la fuerza gravitatoria del Sol o, en el caso de los sa-
télites, la que ejerce el planeta mas préximo, y podria pensar-
se que existe un momento de fuerza. Sin embargo, al ser los
planetas esféricos y presentar una distribucién simétrica de la
masa, la resultante de la fuerza gravitatoria debe pasar por el
centro de los planetas o satélites, con lo cual el momento de
fuerza resultante es nulo. En consecuencia, el momento an-
gular de rotacién de los planetas permanece constante.

Sobre la polea de la figura 1.39 (a) se ejerce directamente
una fuerza de 30 N. Si el radio de la polea es de 10 cm, su
masa es de 1,5 kg, y su momento de inercia viene dado por
la expresion I = 1/2 mr?, jcudl serd su velocidad angular al
cabo de 10 s?
La fuerza F produce un momento que da lugar a la rotacién
de la polea. Como la fuerza es tangencial, el momento de
fuerza vale M = Fr, donde r es el radio de la polea. Aplicando
la expresién 1.19, podemos obtener la aceleracion angular y,
de ese modo, la velocidad angular en funcion del tiempo:
1
F =—=mra
2
donde m es la masa de la polea. Resolviendo:
2F
o =— = 400 rad/s’
mr
Por lo que:

o(t=10s) = at=4000 rad/s

Fijate en la figura 1.39 (b). ;Se obtendria el mismo resulta-
do si en lugar de ejercer directamente una fuerza de 30 N
colgaramos un peso de 30 N?

El caso es, ahora, cualitativamente muy distinto, pues la fuer-
za tangencial cuyo momento produce la rotacion de la polea
es la tension de la cuerda. Por una parte, tenemos la ecuacién
de traslacién de la pesa:
P—T=ma
y por otra, la de rotacién.de la polea:
1

Tr=—mra
2

Puesto que a = ar, sustituyendo en la primera ecuacién y re-
solviendo el sistema resultante, se obtiene:

P
Q= ————— = 78,7 rad/s*

1
—m+m'|r
<2m "’)

o= ot =787 rad/s
Resultado muy diferente, por tanto, al del caso anterior.

Porlo que:

/48] Dos cuerpos esféricos en rotacion alrededor del eje
que pasa por sus respectivos centros tienen la misma masa
pero distinta densidad. Si el momento angular de rotacién
de ambos es idéntico, jes entonces también idéntica su
energia cinética de rotacion?




A igualdad de masas, si las densidades de ambas esferas son
distintas, también lo seréan los voliimenes y, en consecuencia,
los radios. Por otro lado, la energia cinética de rotacion es:

1 L2
E —lw’=

. < rotacion 2 21

Ahora bien, [ = 2mR%/5, luego es diferente para ambas esferas.
En consecuencia, la energia cinética de rotacién también lo
sera.

Resuelve el orden de llegada a la base de un plano inclina-
do de altura h de los siguientes cuerpos: una esfera maciza,
una esfera hueca, un cilindro macizo, un aro y un bloque
rectangular de hielo.

Para los cuatro primeros objetos trabajaremos en el supuesto
de ausencia de deslizamiento. En tal caso, la fuerza de roza-
miento no realiza trabajo y la energia mecénica se mantiene
constante en todo el proceso, es decir:

E

p inicial = Lcbase = Ec base traslacion + Ec base rotacion
1 1o, I

mgh=—m’+—-lo’*=—m?|1+—5 | =
2 2 2 mr

2gh
1+
mr* 4
Para el bloque de hielo, supondremos que no existe roza-
miento, luego:

==

Epinfcial = Ec base traslacion
1 .
mgh =5mv2:> vi=2gh

Por tanto, sin hacer ningun otro calculo, vemos ya que el
hielo es el cuerpo que llega antes, pues es el que alcanza la
mayor velocidad. En cuanto a los cuatro cuerpos rodantes,
vemos que cuanto mayor es su momento de inercia menor
es su velocidad. En consecuencia, el orden de llegada sera:

1. Blogue de hielo (v* = 2gh)

2. Esfera maciza (v* = 10gh/7)

3. Cilindro macizo (v* = 4gh/3)

4. Esfera hueca (V> = 6gh/5)

5. Aro (V* = gh)

Teniendo en cuenta los valores de los momentos de inercia
ofrecidos en la figura 1.35, compara las velocidades al lle-

gar a la base de un plano inclinado de altura h de una esfe-
ra maciza que se desliza y rueda.

a) Cuando la esfera se desliza, toda la energia potencial
inicial se transforma en cinética traslacional, por lo que la
velocidad del centro de masas en la base del plano sera:

v=Y ZgF
&) Cuando rueda, la energia potencial se transforma en tras-

lacional del centro de masas y en rotacional de la esfera,
de modo que:

1
mgh:“"TTWZ"*‘l(g'fTH’Z)(1)2-——>gh=~1—V2+lr2(u2
2 21\5 2 5

Teniendo en cuenta que w = v/r, y resolviendo v, se
obtiene:

velocidad que es menor que la anterior.

Determina las aceleraciones de descenso de un cilin-
dro macizo y de una esfera maciza, ambos de la misma ma-
sa y radio, que ruedan sin deslizarse por un plano inclinado
de 30°.

a) Si la distancia que recorren en el plano es de 5 m, ;con
qué velocidad llega cada cuerpo a la base del plano?

b) ;Cuédnto tarda cada uno en llegar a la base?

a1} Para cualquier-cuerporodante que baja por un plano incli-
nado, la velocidad al Hegar a la base viene dada por la
expresion que vimos en la actividad 24:

o | 2ah

-l

mr?

donde h=dsend = 5sen 30° = 2,5m.

Asi pues, para determinar la velocidad basta con sustituir
el valor del momento de inercia y la altura recorrida. El
momento de inercia del cilindro macizo es mR*/2, mien-
tras que el de la esfera maciza es 2mR%/5. Las velocidades

de llegada de ambos cuerpos seran, por tanto:

4 10
Veilindro = 3 gh=572m/s Vegera = . /7 gh =592 m/s

b} Tanto el cilindro como la esfera tienen un movimiento
uniformemente acelerado, por lo que:

V2
V=vi+2das=a=—
2s

Sustituyendo los valores de la velocidad final, resulta que
eilindro = 3126 m/SZ Y estera = 315 m/52.

Por otro lado, sabemos que:

1 2s 10
s=al =st= [—= |—
2 a a

Sustituyendo los valores de la aceleracion, resulta que:
Leilindro = 1,75s; tosera = 1,695

Cuestiones y problemas (pigines 60/61)

Guia de repaso

| ;Qué innovaciones introdujo Ptolomeo en la teoria geo-
céntrica? ;Qué problemas parecian resolver?

Véase el apartado «Teoria geocéntrica de Ptolomeo» (en el

subepigrafe 1.1).

i ;Qué tipo de velocidad parece mantenerse constante en el
transcurso del movimiento planetario?

La velocidad areolar.

Define la magnitud que se usa para describir el movimiento
de traslacién de los planetas. ;Cuales son sus caracteristicas?

El momento angular (véase el subepigrafe 3.1).

i} ;Qué agente dindmico puede producir cambios en el
momento angular de un cuerpo?

El momento de una fuerza (constiltese el subepigrafe 3.2).
B :En qué condiciones se mantiene constante el momento

angular? Pon ejemplos de movimientos en los que perma-
nece constante el momento angular.

Véase el subepigrafe 3.2. Son ejemplos de este tipo de movi-

miento los del sistema solar, el de un tiovivo, los saltos de - °

trampolin, etcétera.
B ;Cuales son los correspondientes similes en la dindmica
rotacional para fuerza, masa y momento lineal?

El momento de fuerza, el momento de inercia y el momento
angular respectivamente.

{Qué es el centro de masas de un cuerpo? ;Qué tiene de
particular dicho punto? '

Véase el epigrafe 4.
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Completa el siguiente cuadro:

Leyes de Kepler

Bl [ZX§ La Estacion Espacial Internacional (ISS) orbita a una
altura media de 340 km sobre la superficie terrestre. Tenien-
do en cuenta que la distancia Tierra-Luna es de 380000 km
y que el periodo lunar es de 2,36 - 10° 5, determina cuénto
tarda la ISS en dar una vuelta completa a la Tierra.

Dato: radio terrestre = 6 370 km

En el sistema gravitatorio formado por la Tierra y sus satélites
se cumple la tercera ley de Kepler, es decir, los cuadrados de
los periodos son proporcionales a los cubos de los radios
de las érbitas:

T = kR?

L T Riss \?
;una:%jrlzss___—_(_ ISS) Tz

RLuna 1SS tuna
Sustituyendo los datos, resulta:
T2 = (M
5 380000
= Tis=5537,38 5 =92,3 min

Por tanto:

3
) (2,36-10%° =

[ Marte orbita a una distancia media de 1,517 UA alrededor
del Sol. A partir de los datos orbitales terrestres, determina
la duracidn del afio marciano.

Dato: 1 UA = distancia media Tierra-Sol

Sabemos que para el sistema gravitatorio formado por el Sol y
sus satélites se debe cumplir la tercera ley de Kepler, es decir:

2 2 3
TMarte — l—jj_e_r@_ T — RMarte T.
R3 - R3 = Inare = R Tierra
Marte Tierra Tierra

Sustituyendo los datos, resulta:

Toare = V(1,517 Triers = 1,868Tpry = 682 difas

Momento angular y su conservacién en traslacion

fl Una particula se mueve a lo largo de una recta. Si la tinica
informacion de que disponemos es que el momento de
fuerza que actua sobre ella es cero, réspéecto de un origen
no especificado, ;podemos concluir que la particula se
mueve con velocidad constante?

L Interaccidon gravitatoria

No puede concluirse que la velocidad de la particula sea nece-
sariamente constante. Si el origen se encuentra en la recta del
movimiento y la fuerza que actia sobre la particula tiene
también esa direccion, entonces el momento de fuerza es nulo,
pero la particula no se movera con velocidad constante,

18] Una particula se mueve con velocidad constante v a
lo largo de una recta cuya distancia a un origen O es d. Si
en un tiempo dt el vector de posicion barre un area dA, de-
muestra que la velocidad areolar es constante en el tiempo
e igual a L/2m, expresién en la que L es el momento angular
de la particula con respecto al origen citado.

. vdt 3 v

Como puede observarse en la figura, el drea dA sefialada es la
diferencia entre el drea del tridngulo en el que F, es la hipote-
nusa y la de aquel en que r, es la hipotenusa.

Asi pues:
1:1A=—1—r2cosovd—lrl cosB-d=
2 2
=ld(r2c050L—r, cosB)=ldvdt
2 2
Con lo que:
A _14-1L
dt 2 2 m

1@ A una particula de masa m se le imprime una velo-
cidad —v,j en el punto (—d, 0) y empieza a acelerarse en
presencia de la gravedad terrestre.

a) Determina una expresidén para el momento angular
como funcidn del tiempo, con respecto al origen.

b) Calcula el momento de fuerza que acttia sobre la
particula, en cualquier instante, con relacién al origen.

¢) Con los resultados obtenidos en a) y b), comprueba que
M =dL/dt.

(~d, 0) ¥lo

= Ed
Vo L

—

X

Qj
——

<{

@) El momento angular viene dado por [=7 Xp, donde:
F=—di+yjm

B =mv=—mvjkgm/s
Asi puegs:

k
0| = mvd kkg m¥/s
0




donde v =v, + gt, por lo que:
L=m(v, + gt) d k = (mv,d + mgdt) k kg m¥s
Es decir:
L = (L, + mgdt) k kg m¥/s
b) El momento de fuerza es:

- L .| T Tk _
M=FXF=|-(¢ y 0| =mgdkNm
0 -mg O
¢) Puede verse que:
— dl _ d(l,+mgdt k -

dt dt

Una pequefia esfera de 300 g de masa atada a una
cuerda de masa despreciable de 1 m de longitud gira con
una velocidad de 2 m/s alrededor de un punto O de un eje
en el plano horizontal. En cierto momento, la cuerda em-
pieza a arrollarse alrededor de dicho punto, de modo que
su longitud libre va decreciendo. Determina:

a) El momento angular inicial alrededor del punto O.

b) El valor de la velocidad lineal de la pelota cuando se ha
arrollado 0,75 m de cuerda.

¢) Analiza la validez de la suposicién que has hecho para
resolver el apartado anterior.

d) Teniendo en cuenta que la variacién en médulo de la ve-
locidad lineal exige la existencia de una fuerza tangen-
cial, realiza un diagrama de la situacién y discute acerca
de cémo aparece dicha fuerza tangencial y a qué se debe.

La situacion descrita en el enunciado se muestra en el si-
guiente dibujo:

@) Como se ve, el vector de posicién es perpendicular en
todo momento a la velocidad de la esfera, luego el mo-
mento angular inicial es:

Ly=rmv=1-03-2=0,6kgm?s
b) El momento angular se mantiene constante, pues la fuer-

za centripeta que actua sobre la esfera es de tipo central,
con lo que el momento de la fuerza es nulo. Por tanto:

L = constante = 0,6 kg m*/s
Y, en consecuencia:
Ly,=rmv,=025-03-v,=0,6=
= v, =8m/s

¢) Hemos supuesto que no hay mas fuerza que la centripeta
que ejerce la cuerda, pero también esté el peso, que pro-
duce cierto momento de fuerza que imprime un movi-
miento de caida a la esfera. La aproximacion puede valer
si la velocidad de la esfera es suficientemente grande,
de modo que la esfera se mantiene aproximadamente en
posicion horizontal en todo el proceso. También hemos
supuesto despreciable la friccién de la esfera con el aire.

d) La tension que ejerce la cuerda sobre la esfera es la
responsable de su movimiento. Esta tensién viene dada
por la siguiente expresion:

v, L\21 [* constante
T=m2=m|—]| —=—5 =200
r mr) r mr mr

Es decir, la tensién aumenta proporcionalmente al cubo
del radio a medida que este disminuye. En consecuencia,
la velocidad sera inversamente proporcional al radio. Aho-
ra bien, la trayectoria que sigue la esfera no es un circulo
perfecto sino una espiral.

En consecuencia, la tensién presentara una pequefa com-
ponente en direccidn tangencial a la trayectoria, tal como
se observa en el dibujo:

&0

T,: componente tangencial de T
T.: componente centripetade T

Esa componente en la direccion tangencial es la res-
ponsable de la aceleracién tangencial que experimenta la
esfera.

Posicién y movimiento del centro de masas

[B Tres particulas de masas m, = 5 kg, m, =3 kgy m, = 2 kg,
se mueven segun trayectorias determinadas por:
F=0BP+ 17+ 207 +4km
Fo=0F -7 -5 m
Fo=4P87 + 28] + 20k m
a) Establece la posicion del centro de masas del sistema en

funcion del tiempo y en el instante en que t = 1s,

b) Halla el momento lineal del sistema en funcién del
tiempo y cuando t = 1s.

¢) ;Qué fuerza neta opera sobre el sistema?

d) ;Cudl ha sido el desplazamiento del centro de masas
entret=0yt=15s?

e) ;Cual es el momento angular de la particula 1 respecto
del origen cuando t = 1 s?

a) Aplicando la expresion 1.12:
miF, + myf, + msf;
r =
e m,+m,+my

Sustituyendo los datos, obtenemos:
Fou (0 =(0,88+2,1~03t+0,5)7 +
+ (=107 + 042+ 2 km
que en el instante en que t = 1 s, vale:
Fou (1)=37 = 0,1 + 2,4k m
&) El momento lineal del sistema sera:
3CM (t)= mtotaYT;CM = mtotal"q;%

1. Mouimientos de los cuerpos celestes




Por tanto: .
Pow () =10kg - (2,48 + 42t —03)7 +
+B2-220] +08tkm/s] =
= (248 + 42t — 3)7 + (302 — 226) ] -+ 8t k kg m/s
Yent=1s:
Bew (1) =637 + & + 8k kg m/s
¢} La fuerza neta que opera sobre el sistema seré:
- dp;
F=(48t+42)7 + (60t —22)] + 8k N
d) El desplazamiento del centro de masas entre 0y 1 s es:
AF e =T (1) =Feu (0)
Como F (1), mientras que 7 (0) = 0,51 + 2k:
AF = 2,6 —0,1] + 0,4k m
Es decir:
[AF = 2,63 m

&) Para hallar el momento angular de la particula 1 con res-
pecto al origen cuando t=1 s, hay que calcular previa-
mente los vectores posicién y velocidad de dicha particula
en ese tiempo:

F()=4i +2f +4km y V,(1) =61 +6] m/s

Por lo que:
. A
L)=FxXmv,=|4 2 4=
30 30 O

= —1207 + 120] + 60k kg m%/s

i@ En una buena aproximacion, podemos suponer que Japiter
y Saturno concentran la mayor parte de la masa planetaria
del sistema solar. Suponiéndolos alineados en conjuacion
con respecto al Sol y haciendo uso de la tabla de datos del
sistema solar en las paginas finales del libro, determina:

a) La posicion del centro de masas correspondiente a
ambos planetas.

b) La posicién del centro de masas (con respecto al centro
solar) del sistema Sol-Jupiter-Saturno, suponiendo que
estos ultimos estdn en conjuncion con respecto al Sol.

¢) A la luz del anterior apartado, ;podria inferir un hipoté-
tico astrénomo de un exoplaneta la presencia de pla-
netas alrededor del Sol? ;Seria capaz de distinguir de
algtin modo si se trata de uno o de dos planetas?

En el siguiente dibujo se muestra la situacion descrita en el
enunciado. El sentido comun nos dice que el centro de masas
del sistema Jupiter-Saturno se encuentra entre ambos plane-
tas, y que debe estar mas préximo a Jupiter que a Saturno:

Sol Japiter Saturno

centro de masas del J
sistema Japiter-Saturno

@) La posicion del centro de masas del sistema Jupiter-Satur-
no respecto al origen, que es el centro del Sol, sera:

— m)upiter ) 7178 i 10” + rnSaturno : 1'43 ) 1012 —
fem= =

mhjpiter + mSaturno
_1,9-107-7,78+5,68-10°- 14,3
1,9-107 +568- 10"

o 1,9-7,78 +5,68- 14,3
™ 1,9+5,68- 10"

<10 =

=9,27-10"m

i Interaccién gravitatoria

b) Siincluimos el Sol en el sistema anterior, el centro de masa
del sistema sera:

1
_ Mg 0+ M japiter + saturno * 9.28-10 _

g

o Msq) + rnJupite( + Saturna

_ 24,68-10°-9,28-10"- 14,3
1,98-10% + 24,68 - 10%

¢) Si, pues el Sol orbita alrededor de un centro de masas que
no coincide con su centro, y el hipotético astrénomo extra-
terrestre podria deducir, si dispusiera de una tecnologia sufi-
cientemente desarrollada, la presencia de planetas orbitan-
do en torno suyo. Asimismo, del tipo de movimiento del Sol
(o de cualquier otra estrella) puede inferirse si es uno o si son
varios los planetas que orbitan a su alrededor. De este modo
se ha postulado la presencia de planetas orbitando alrede-
dor de algunas estrellas cercanas al Sistema Solar, si bien se
trata de medidas que requieren una altisima precision y los
resultados no han sido concluyentes hasta la fecha.

=1,155-10° m=1,66 Ry,

1¥N9 Eligiendo como origen de referencia el centro de la
Tierra, y teniendo en cuenta que la masa de la Luna es
0,012 veces la masa de la Tierra, determina a qué distancia
del centro de la Tierra se encuentra el centro de masas del
sistema Tierra-Luna. Comparala con el radio de la Tierra y
saca las conclusiones oportunas.

Datos: dyieprauna = 384000 kmy; r; = 6370 km

Aplicando la expresion general:

_ Mt mx

T ometm,
_ m;:0+0,012-m;- 384000

1,012+ m;
Aqui hemos supuesto que x; = 0, al considerar que el origen
se encuentra en el centro de la Tierra. Asi pues, el centro de

masas del sistema Tierra-Luna esta en el interior de la Tierra, a
4553,3 km de su centro.

Si bien ambos astros se mueven en torno al centro de masas,
la Tierra queda practicamente inmdvil, y es la Luna la que gira
en torno suyo.

Xem

=4553,3 km

Rotacion del sélido rigido y conservacion
del momento angular

{8 ;Qué sentido tiene el acto instintivo de extender los brazos
en cruz cuando tratamos de conservar el equilibrio? ;Por
qué los funambulistas hacen equilibrios en la cuerda
ayudados de un palo largo?

En esencia, se trata de aumentar nuestro momento de inercia
para disminuir la posibilidad de «rotacién» (con la consiguiente
caida) alrededor de la linea de equilibrio.

Las pequefias variaciones imprimidas en el momento de iner-
cia con la barra permiten al funambulista compensar los
desequilibrios puntuales y, con ello, evitar la caida.

¥l ;Por qué cuando caminamos no o hacemos a «pifdn fijo»;
es decir, por qué no adelantamos simultaneamente el
brazo y la pierna del mismo lado?

Si caminaramos a «pifidn fijo», el brazo y la pierna adelanta-
dos del mismo lado crearian un par de fuerzas con el brazo y
la pierna que se quedan atrds, lo que produciria una pequefia
rotacion alrededor del eje vertical que pasa por nuestro cen-
tro, dando lugar a ese extrafno andar de «robot».

Fil Una persona se encuentra en pie sobre una plataforma que
gira alrededor de un eje vertical. En un momento dado, se
siente mareada y trata de desplazarse hacia el eje con la in-
tencién de asirse a él. ;Crees que ha tomado la decisién
mas acertada? ;Por qué?

1




Ha tomado la peor decision. Al dirigirse hacia el eje, el momento
de inercia del conjunto (plataforma + persona) disminuye, por
lo que la velocidad angular de rotacion aumenta y, con ella, el
mareo de nuestro personaje.

La polea de una maquina de Atwood tiene una masa de
1kg y un radio de 20 cm. A ambos lados de la polea cuel-
gan dos pesas de 250 g y 320 g, respectivamente. Determi-
na la aceleracién que adquieren las masas, asi como los va-
lores de la tension a ambos lados de la polea. ;Qué
porcentaje de error cometemos al no tener en cuenta el
movimiento de la polea? (Considera la polea como un
pequeiio cilindro homogéneo.)

La figura muestra las fuerzas que acttian sobre cada cuerpo:

m,g m,g

Hay dos ecuaciones de traslacion de m, y m,, y una de rota-
cién de la polea:

mg—-T,=ma=T,=m,(g—a)

L,—mg=ma=T,=m,(g+a)
1
T =Thr=la= (T, ~T)r=omi

1
T1—T2=Ema

Sustituyendo las expresiones obtenidas para T, y T, resulta:

1
m, (g—a)—mz(g+a)=§-ma

1
(m, —mz)g-—-(m1 +m, +—5m> -a
a= (m—mj,g
m,+m,+1/2m
T,=293N;T,=261N
Operando en la maquina de Atwood, obtendriamos:

= 0,64 m/s*

azwz 1,203 5 m/s?
m,+m,

Por tanto, se comete un error del 88 %.

El radio solar es de unos 6,96 - 10° m, y su periodo de
rotacion es de 25,3 dias. ;Cudl seria su periodo de rotacién
si se colapsara formando una enana blanca de 4000 km de
radio, sin variacion apreciable de masa?

En ese hipotético proceso se conservaria el momento angu-
lar, por lo que:

2 2
Io=T'w'==mlw==m{ e
Como o = 27/T, llegamos a:

o p2m
Pt =T

De donde:

’J
T = (7) =0,000835 dias =1 min 125

L¥:88 Dos masas de 2 kg y 3 kg, respectivamente, se en-
cuentran en los extremos de una varilla rigida horizontal
de 30 cm de longitud y de masa despreciable. El sistema
comienza a girar alrededor de un eje vertical que pasa por
el centro de la varilla a razén de 3 rad/s. ;Cuanto vale el
momento angular del sistema? Si en un momento dado las
dos particulas empiezan a desplazarse una hacia la otra
con velocidades respectivas de 0,8 cm/s y 0,5 cm/s:

a) Determina una expresion para el momento de inercia
del sistema en funcién del tiempo.

b) Halla la velocidad angular del sistema al cabo de 10s.

¢} Si para que las particulas comiencen a moverse, ha sido
necesario impulsarias en la direccién radial, ;es licito
pensar que el momento angular no sufre variaciones?

= 3rad/s

1>

15cm 15¢cm .
2 kg 3kg

El momento de inercia inicial es:
v Iy=m,ri+m,r?
Y sustituyendo los datos:
I,=2kg:(0,15m)*+ 3 kg-(0,15m)*=0,1125 kg m*
Por lo que el valor de su momento angular sera:
Linicin = Iywg = 0,337 5 kg m%/s
a) El momento de inercia en funcién del tiempo es:
I() =m, (d, — v, + m,(d, — v,t)’ =
=I(H)=2-(0,15 — 0,008)° + 3 - (0,15 — 0,005¢) =
=2,03-10""%~93-107°t+0,1125 kg m?
&) El momento de inercia a los 10 s valdra:
1(10)=0,0398 kg m?
Y como el momento angular se conserva:

Iy,
Liwe=T0'=w'= MDI’ $ =848 rad/s
¢) Si, pues al ser las fuerzas radiales, resulta que M =7 X F =
=0, lo que implica que el momento angular es constante.

#:48] Una particula de 10 g de masa que se mueve con una
rapidez v, = 15 m/s choca tangencialmente contra la peri-
feria de una esfera sélida de 1 kg de masa y 20 cm de radio
que estaba en reposo. Si la particula queda adherida a la
esfera y esta puede comenzar a girar sin friccién alrededor
de un eje que pasa por su centro, determina: :

a) La velocidad angular con la que girara el sistema.

b) La energia se disipa en la colisién.

i. Mouvimientos de los cuerpos celesies




a) El momento angular inicial del sistema es el de la particula
con respecto al centro de [a esfera:
Ly=mvyr =0,01kg-15m/s-0,2 m = 0,03 kg m%/s
Después de la colision, el momento angular es:

e =2 )= (e )

En ausencia de fuerzas externas momento angular se con-
serva es decir, L, = L' por tanto:

,_ 0,03 kg m?/s

U'=Tle'=03=0w= = 1,83 rad/s

2
<— m+ m’) r
5
b) La energia disipada en la colision viene dada por:
1
AEr—;—mvg -3 I'()?=1,125J-0,027 =1,098 J
por lo que se disipa el 97,6 %.

El problema de los cuerpos rodantes

P8 [@X¥ Una esfera maciza rueda por dos planos inclinados
que tienen la misma altura, pero diferente inclinacién.
¢Llegara la esfera al final con la misma velocidad en ambos
casos? ;Tardara lo mismo en llegar al final?

La velocidad al final de ambos planos es la misma si la altura
de partida era idéntica, pues la ecuacién general referida a la
energfa mecénica es la misma: £ 4, = Ey viciat-

Sin embargo, no tardan lo mismo en llegar en un caso y en
otro. La razdn es la diferente aceleracién lineal del centro de
masas en cada caso. La fuerza de friccidn, F, produce el mo-
mento de fuerza necesario que incrementa la velocidad an-
gular a medida que la esfera desciende. Entonces, podemos
aplicar a la esfera que rueda sin deslizarse dos ecuaciones:

e Ecuacidon de rotacién:
2 a, 2
Fr=Ila = F,r=§mr2 (—%) =F, =< maq

@ Ecuacién de traslacion:
mgsen 0 —F, =mag,
donde a, es la aceleracién del centro de masas.

Resolviendo el sistema, observamos que la aceleracién del
centro de masas es:

5
aCM=~7—gsen6

Por tanto, puede concluirse que, cuanto menor sea el &n-
gulo, la aceleracidn es menor y, por tanto, serd menor el
tiempo que emplea la esfera en llegar a la base del plano.

%208 Una esfera sélida de masa my radio r rueda sin desli-
zarse por un plano inclinado de angulo 8. Demuestra que
el minimo valor del coeficiente de rozamiento estatico ne-
cesario para garantizar la rodadura sin deslizamiento vale
m=2/7tg 0.

Consideremos un cuerpo que baja rodando por un plano in-
clinado, tal como se observa en el dibujo:

N

L Interaccidén gravitatoria

Podemos plantear una ecuacién para el movimiento de tras-
lacién y otra para el movimiento de rotacion, suponiendo
que el cuerpo no se desliza:

mgsen®—F_,=ma
Fop'R=la=—=F_=—
R
Combinando ambas ecuaciones, resulta:

la
mg sen 6 ——R-;= ma

gsend
I

14—
mR?

gsen6=< +1>a=>a=

mR?

Pero, por otro lado, sabemos que la fuerza de rozamiento
viene dada por la expresion:

Froz = umg cos 9
Si introducimos este valor en la ecuacién de rotacion, resulta:
mgsen 6 — umgcos 8 = ma=>a = g(sen & — . cos 0)

Igualando las dos expresiones obtenidas para la aceleracién,
resulta:

sen 9

-
mR?

=sen f — ucos 0

Ahora podemos introducir el valor del momento de inercia,
que para la esfera es 2mR%/5:

sen @ __sene__S - 0
5 = 5 =sen pcos 6 =
1+= —
5 5

5
=>—7—sene=sen9—p,cose

2 2
——7—sen9= -Mcosez:p=7tg9

{Podrian diferenciarse dos esferas idénticas, de la misma
masa y radio, que fueran una hueca y otra maciza? ;C6mo?

Los momentos de inercia de una esfera maciza y una hueca
son, respectivamente:

2

Imaciza = EmR :

2
Ihueca =—mR
3

Las esferas podrian distinguirse dejandolas rodar por un
plano inclinado. Como se ha visto en la actividad 22, la acele-
racion de calda para un cuerpo que rueda por un plano incli-
nado viene dada por la expresién:

_ gsen®
ey
mR?

Al tener un momento de inercia menor, la esfera maciza caera
con mayor aceleracion y llegara antes a la base del plano.

Dos esferas de la misma masa pero de distinta densidad se
dejan caer rodando por un plano inclinado. ;Llegan a la vez
a la base del plano?

Como hemos visto en actividades anteriores, la aceleracién
de caida de la esfera viene dada por la expresién:
_ gsen®

I

1+
mR?

Ahora bien, si se trata de dos esferas de la misma masa pero
distinta densidad, la expresién I/mR? es idéntica para ambas,
e igual a 2/5. En consecuencia, podemos asegurar que las dos
esferas llegaran a la vez.



